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INTRODUCTION

Le but de ce travail est d'étudier les multi-applicatione &
valeurs convexes compactes {ch. 1) et la sous-différentiabilite de
certaines fonctioﬁs'convexes (ch. 2). Une partie des résultats ont €té
annoncés dans deux notes aux Comptes Rendus (cf. La bibliographie) et
le chapitre 1 est & paraTt;e dans le Journal de Matﬂématiques pures
et appliquées.

Dans le chapitre O on donne quelques résultats issus en grande
partie des travaux de Castaing (et Debreu). Il s'agit.: soit d'amélio-
rations d'énoncés de Castaing, soit de théorémes qui seront utilisés
dans les chapitres 1 et 2,> soit d'énoncés utiles pour la compréhension
du chapitre O lui-méme. Nous n'a?ons-pas donné les démonstrations qui
se trouvent dans la littérature.

Dans le chapitre 1 $ 1, on étudie la mesurabilité d'un maximum
lexicographique (question abordée par Waséwski, Filippov, Richter;
Kellerer, Olech; Kudo, Castaing, etc). Ce résultat permet d'établir un
*théoréme de Choquet paramétirique™ ($ 2), et d'étendre le théoreme de
Richter-Kellerer en dimension infinie (§ 5).

On donne une extension du théoréme de Strassen ($ 4 th. 19)
qui permet de donner des résultats sur 1'intégration des multi-appli-
cations (étudiée déja par Aumann, Debreu, Castaing). Dans le § 6 on
établit un théoréme de Lebesgue-Nikodym pour les multi-applications
{résultat obtenu aussi par Debreu-Schmeidler).

Le § 3 montre en particulier ceci : étant donné une muvlti—
application z par forcément mesurable, il existe une multi-application
mesurable qui admet (a4 1'égalité vp.p. prés) les mémes sections
U~-mesurables que 2 .

Enfin le ¢ 7 examine le rapport entre continuité ou semi-con-

tinuité d'une multi-application et la continuité ou semi-continuité de



sa fonction d'appui (probléme résolu par Castaing pour la semi.
continuité supérieure).

Le chapitre 2 est presque entiérement indépendant du chapitre 1.
Seul le § 3, qui étudie la sous-différentiabilitié d'une intédrale de

on du th

s
[0

fonciions convexes, est une applicat oré¢me 1.19 (th. de
Strassen). Cette question avait été abordée par Col stein et Levin.
Dans 1e § 1 on étend deux thdorémes de Moreau sur la sous-différentia-
bilité aux fonctions»convexes 3 valeurs veciorielles (qguestion abordie
par Raffin dans le casb rl). Le $ 2 étend en dimeﬁsion infinie un
résultat sur la tandence au sens de Fréchep de la fonction des derivées
directionnelles. Les ¢§ 4 et 5 éiendent des résultats de Pshenichniy
sur le sous-différentiel d'une brorne suvérieure de frnctions convexes.
On donne aussi un résultat qui nous a &té conmuhiqué par Rockafellar
(th. 2.195).

Je ﬁiens 4 exprimer tcute me reconnaissance a M. PALLU TE LA
BARRIERE qui m;a initié &4 la recherche, et dont les conseils et les
encouragements me furenti une aide précieuse.
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CHAPITRE O

RAPPELS.

¢ 1 . THEOREMES DE SECTIONS MESURABLES

Il sera beaucoup question de multi-applications. Etant donné

deux ensembles E et F , on appelle multi-application de E dans F

‘(et on s'efforce de 1a noter [' ), wune application de E dans C(F)
il est équivalent de s¢ donner une'partievde Ex F , - qu; est alors
aappelée graphe de I, et identique 3 {(x, y)|ly € (x)}. Au lieu
de dire que [° est une multi-application de E dans F, on consi-
dére parfois une partie Cly de 6%FW, et on dit que [’ est une multi-
application de E dans Q , si pour tout x e E ['(x) ¢ & .

Des termes synonymeé de multi-application sont "fonction multivoque”

(cf BERGE), l'anglais "set valued function" et "correspondance" (utilisé

par Bourbaki en théorie des ensembles et repris par DEBREU).

On appelle section d'une multi-application [ de E dans F,
une application o, de E dans F ) telle que , pour tout x € E ,
olx) € ['(x) « S1 o est une section de ', 1'application x & (x,0(x)
est une sect?on de la surjection qu'est la projection dﬁ graphe de [’
sur E . Par ailleurs si '({ : P~ E ést une surjection, une section

de 'f est aussi bien une section de la multi-application x q’i(x).

Nous nous efforgcons d'énoncer le plus de résultats possibles
dans le cadre de la mesurabilité'abstraite. On appellera, avec MEYER,

espace mesurable , (£}, Q) un ensemble Q muni d'une tribu @ .



0.1 LEMME.

Soit (, Q) un espace mesurable, E un éspace métrisable

une multi-application de ) dans E

|2
3

1) S8i I'(m = {oMa) O F # ¢} € (L pour tout fermé F ,

alors [ (U) € (_ pour tout ouvert U.

2) Si_ E est séparable (*) , si (D est une base de la

topologie de E et si pour tout B € ®, I'(B) ¢ @, alors

["(U) ¢ @ pour tout ouvert U .

Démonstration

1) C'est le lemme 1.3 de CASTAING [5). On pourrait supposer,

au lieu de E métrisable, que tout ouvert est Fo -

2) On utilise le fait que [ (UB;) =UT (B;) , et que E
est de Lindeldf (au sens de SCHWARTZ, E est de Lindeldf si toute
famille d'ouverts contient une sous famille dénombrable qui a méme

réunion). Ici tout ouvert U est union dénombrable d'éléments de d%.

COROLLAIRE.

'S8i E est métrisable séparable les relations suivantes sont

équivalentes :

a) " (U) e @, pour tout ouvert U .

b) @ = 4 (x, I'w)) est mesurable, pour tout x € E .

Démonstration

Pour r >0 et x € E 1l'ensemble {w|d (x, Mw)) < r} est

identique & r—(B(x, r}), B(x, r) étant la boule ouverte de centre x,

(*) Ce que Bourbaki appelle de type dénombrable.



de rayon r . Cela prouve a ==pb .

Réciproquement, les boules ouvertes formant une base de la topo-

logie de E , 1le 2) du lemme montre que b=pa .

REMARQUE.

Ce corollaire étend en partie le th. 3.2 de CASTAING [5]

THEOREME.

Soit (Q, Q) un espace mesurable, E un espace métrisable

séparable et [ une multi-application de () dans les parties completes

non vides de E . Les relations suivantes sont équivalentes

‘a) T'(U) € Q, pour tout ouvert U,

b) [ admet une famille dénombirable de sections mesurables denses (oi)

(i.e. pour tout w 1'ensemble des o;(w) est dense dans INE)X

Démonstration :

1) Montrons b == a . Cela résulte de 1'égalité
) = l{ 0{1 (U). Cette implication ne fait pas intervenir le fait

que les [(w) sont complets.

2) L'existence d'une section mesurable résulte de KURATOWSKI-
RYLL NARDZEWSKI (*) o Montrons_l'existence d'une famille dénombrahle

de sections denses. Pour cela soit (Xn) une suite dense dans E et

B(xn, 2'i) la boule ouverte de centre X de rayon 2'1. On consi-

dere les multi-applications I ; définies par

(e = {F(w)ﬂ Blx,, 2°1) si w e (Blx,, 271))

Mw) sinon.

(*) Cf. également ROHLIN 1lemme 2 p. 198 (cette référence m'a été
signalée par Ch. CASTAING). '



Pour tout ouvert U, ona I’ nilU) € & car U’(\B(xn, o-1l) est

—

ouvert. Par ailleurs, (en désignant par I

lhy la multi-application

(w) est complet et

w v rhi(w)) , on a -F:i(U)'= r;gU). Comme -T;i

—

non vide , rni admet une section mesurable Oni Les sections

(ohi?(n,i) ¢ w2 sont denses. En effet, pour un w et x tels que

x € [Mw) et €>0, soit 1 et n tels que o1 < %~ et

dix,, x) < 2=l . Alors we F—(B(xn, 2‘1)), et dloy;lw), x) < & car

—

nil@) est contenu dans la boule fermée Belx, 2-1).

REMARQUE.

Ce résultat est un peu plus fort que th. 5.4. de CASTAING [5]-

- La démonstration est inspirée des th. 5.3 et 5.4 de CASTAING.

COROLLAIRE.

Le théoreme 3 reste vrai

1) si I' est a valeurs dans les parties fermées non vides d'un espaée

polonais,

2) si [ est a valeurs dans les parties compactes non vides d'un espace

métrisable séparable.

Démonstration.

1) I1 suffit de munir E d'une distance d'espacé métrique com-
plet, compatible avec sa topologie, pour €tre ramené au théoreme.
2) On met sur E une distance compatible avec sa topologie,

et cela raméne au théoréme puisque les compacts sont complets.

On peut se demander si le 1) du lemme " admet une réciproque.

On a la



PROPOSITION.

Soit E un espace métrisable, (£, QU un espace mesurable

et ' une multi_application de Q dans E . On a "[T(U) € Qa, pour

tout ouvert Ue==[" (F) € Q, pour tout fermé F " si 1l'une

des relations suivantes est vérifiéde.

1) ' est a valeurs compactes.

2) [ est & valeurs fermées et E est localement compact

polonais.

Démonstration
1) C'est le th. 1.1 de CASTAING [5].
2) Cohpte tenu‘du 1) du coroll. 4, la démonstration consiste
4 reprendre les arguments donnés par ROCKAFELLAR ([2] th. 1) dans 1le
cas de [ . I1 suffit de montrer r%(K)'e (L » pour tout compact K.

Soit (Kn) une suite fondamentale de voisinages compacts: de  K et

(o une suite de sections mesurables denses dans [, alors on a

n!

e =0 U o1k .
n m

m

REMARQUES.,

Le 2) étend en partie le th. 3.2 de CASTAING [5]. Lorsque QG
est la tribu compléte d'un espace de mesure (Q,Cl, 1), toutes les pro-

priétés sont équivalentes (cf. CASTAING [8] lemme 2).

Bibliographie. Citons également HIMMELBERG-VAN VLECK.

Nous allons donner les deux résultats, connus sous le nom de
théoreme de Von Neumann, pour des espaces sousliniens pas forcément

métrisables. L'exposé de BOURBAKI [5] sur les sousliniens reste valable



sl 1'on remplace “espace métrisable” par "espace séparé" (Cf. SCHWARTZ).

THEOREME.

1) Soit S; et S, deux sousliniens et Y S1 = S5 une

surjection continue., Alors il existe une section de 20 o 82 - Sl 5

mesurable pour la tribu engendrée par les sousliniens sur Ss et la

tribu borélienne sur S, .

2) Soit S un souslihien, X un espace topologique et [ une

multi-application définie sur S 3 valeurs dans les parties non vides

de X de ¢graphe souslinien. Alors [ admet une section o ; mesura-

ble pour la tribu engendrée par les sousliniens sur S et la tribu

borélienne sur X .

Démonstration :

1) Considérons la multi-application x* cf'l(x) de S, dans
S; - Elle est a valeurs non vides et de graphe souslinien (car fermé

dans S, x S, par la continuité de L?)' Le 1) résulte donc du 2).

2) Soit G- le graphe dev [, 1I1 existe un polonais P et
une surjection continue‘ h: P-G. Soit 7 1la projection de G sur
S.‘ Alors 7 o h est une surjection continue de P sur S. Le graphe
H de la multi-application 2 = (7 o h)-1 est fermé dans S x P . Par
suite, pour tout ouvert U de .P , 27Uy, qui'est la projection sur
S de é x UN'H, est souslinien. Ainsi 2~(U) appartient & la tribu
engendrée par les sousliniens., D'aprés le 1} du corollaire 4 '2 admet
une section , p , mesurable (pour la méme tribu), qui est une section
de m oh . Donc 7 ohop est l'applicatibn identique de S, et
Vx € S , h o plix) appartieht a G et se prpjette en x . Par suite

h o p(x) est de la forme (x, o(x)) ou o est une section de [ .



- 9 -

Soit & 1la restriction & G de la projection de S x X sur X .
On a o(x) =Wo h o p(x). Comme @ et h sont continues, o est
mesurable pour la tribu engendrée par les sousliniens sur S et la

tribu borélienne sur X .

REMARQUES.

La démonstration est inspirée de celle de CASTAING [s] p. 123.
Le 1) est donné par VON NEUMANN (lemme 5 p. 448-449), PARTHASARATY,
SCHWARTZ. L'intéret de la tribu engendrée par les sousliniens est

qu.elle est composée d'ensembles universellement mesurables.

Bibliographie. Citons aussi les travaux de AUMANN [2] , DELLACHERIE,

NOVIKOFF, SION, ROGERS-WILLIMOTT.

Récemment CASTAING [7] et HIMMELBERG-JACOBS-VAN VLECK ont -
obtenu un théoréme de section mesurable dans un Banach réflexif sans

hypotheése de séparabilité.

~ Avec des hypotheéses et des techniques tres différentes il a
été démontré des théorémes de sections continues (MICHAEL [2], et

méme de sections continues par morceaux (HALKIN-HENDRICKS).

§ 2 . PARTIES COMPACTES D'UN ESPACE METRISABLE SEPARABLE,

THEOREME.

Soit E un espace métrisable séparable et Gi(E) l'ensemble

de ses parties cohpactes, Soit A, (resp. A;) 1l'ensemble des

{K e @L4E)IK C U} (resp, {K|K N U # ¢}) pour tous les ouverts U

de E. Soit T, (resp. T;) la topologie sur @% (E) engendrée par

— )
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As (resp. AI), et T 1la topologie borne supérieure de Ty et Tys

Alors la tribu borélienne de T est engendrée par As , et aussi

par AI N

Démonstration

Il est plus simple d'introduire un espace mesurable auxiliaire
ffL @) et une application [ : Q- &L(E). I1 suffit de montrer que
si ' (U) € Q, pour tout ouvert U , ou si '(F) ¢ @, pour tout
fermé F , [ est mesurable. Sous-l'une de ces hypothéses, d'apreés le
$ 1, [' admet une suite (0,) de sections mesurables denses. Posons
Th(w) = {ob(an, anal oh(wf}. Alors rn(w) - [(w) pour la topologie
T , car on obtient un systéme fondamentai de voisinages de [(w)
en prenant 1'intersection d'un nombre fini dfensembles {KlK (:U} et
{K|[K MU # ¢} (pourvu que [(w) appartienne a ces ensembles )
Effectivement si des ouverts U; , ..., U; contiennent [Mw) et si
des ouverts V,, ..., vy rencohtrent 'r(w), pour n assez grand
["(w) rencontrera Vl’ anas Vj, et sera cohtenu dans Ul’ cnas Ui' I1

suffit de montrer que I est mesurable. Or o; est limite d'une

n i
suite (oij)j ¢ n de fonctions mesurables étagées. Alors
rhj(aﬂ = {obj(a», cans ohj(w)} tend vers [ (w) pour T , quand

- o, et rkj est mesurable car elle est étagée.

Ré férences. DEBREU ((3.1) p. 355). On peut également le démontrer en

reprenant le lemme 1.3 et les th. 1.1 et 4.2 de CASTAING [5].

REMARQUES. La topologie Tg (resp.'TI, T) est liée a la semi-continuité
supér ieure (resp. inférieure, a4 la continuité) des multi-applications

de la fagon suivante : une multi-applicetion dun espace topologique

dans Si&E) est SCS (resp. SCI , continue) si et seulement si elle
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est continue pour Ts (resp. 'I‘I , T) .

Sur l'ensemle des parties compactes non vides (&i-(E)-{dﬂ),
la topologie T ; dite de Hausdorff, est métrisable séparable. Il est
clair que q&_(E) lui-méme est métrisable sébarable pour T , et ¢
y est isolé. Par suite il n'y a qu'une seule notion de mesurabilité
pour une application d'un espace mesurable (Q,CZJ dans 6L(E) muni
de T : en effet, la mesurabilité au sens des tribus, et la propriété
d'@tre limite simple d'une suite de fonctions étagées mesurables, sont
équivalentes ; et si on a une mesure de Radon sur un localement compagt
on a la propriété de Lvusin (BOURBAKI [8]  ch. 4 ¢ 5 n®° 5, th. 3 p.178)*
La propriété de Lusin pour les mul ti-applications a été étudiéepar CASTAING
[5}, qui a généralisé un résultat de PLIS. Un éutre résultat a été obtenu

par JACOBS.

COROLLAIRE,

Soit (£, Q. un espace mesurable et [ : Q- gi(E). Pour

Que [' soit mesurable il faut et il suffit :

1) que IF'(F) ={w|Tw) NF £¢} ¢ @, pour tout fermé F de E,

2) oua que I (U) ¢ G , pour tout ouvert U,

COROLLAIRE.

L'application (A, B) = A NB de (R(E) x Q(E) dans

@L(E) est mesurable.

Démonstration :

- En effet, 1'application (4, B).» AN B de (61(E))2 dans
G?k(E) est continue lorsque 6%((E) est muni (trois fois) de la topolo-

gie Tg . D'aprés le th. 7 Tg engendre la tribu borélienne de

‘6>(E) (muni de la topologie T). De plus, la tribu borélienne de

k
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@PR(E))z lorsque GL(E) est muni de la topologie TS est moins fine
(en fait identique) que 1la tribu borélienne obtenue pour la topologdie
T, qui, elle, est le produit des tribus des facteurs, car T est

métrisable séparable.

REMARQUES.

Le corollaire 9 (ignoré de CASTAING [5]) permet de démontrer
facilement le théoréeme 4.12 (CASTAING [5]). En effet, si ([) est
une suite de multi-applications mesurables, w® Zw) =MNT (@) est
mesurable, car dfaprés le coréllaire ) H({%B ri(w) est mesurable;
et {fb ri(w)'~ 3lw) pour la tppologie de Hausdorff (et si U rh(w)
est relativement compact, VCo, “alors o o = Lg rn(w) est mesu-

rable, car pour tout ouvert U , ¢7(U) =V f;(U) . ces résultats ne

nécessitent pas la propriété de Lusin, utilisée par CASTAING).

§ 3. CRITERE DE MESURABILITE

LEMME.

Soit E un ensemble, (F;

i @i)i ¢ 1 des espaces mesurables

et Qi : E—~ F; des applications. Alors la tribu £ 1a moins fine

sur E rendant mesurables les Qi donne 34 E une structure initiale

(*) d'espace mesurable pour la famille ((‘)i)i e4I (i.e. si (9, @)

est un espace mesurable et f : Q ~ E une application, pour que f

"soit mesurable pour E 5 il faut et il suffit que les ?i o f

soient mesurables).

(*) BOURBAKI [2]° § 2 n° 3 p. 27
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Démonstration

I1 suffit de montrer. que si les W; o f sont mesurables,
f 1'est. Or 1'ensemble des parties B de E telles que =4B) e @
est une tribu. Elle_contienties‘ensembles Qi‘l(C)(C egij, car
f‘l(((i"l(C)) = (\fi o f)-1 (C). Par suite ellle contient’é’, puisque g

est engendrée par les q?-.l"l(C).

THEOREME.,

Soit (Q, Q) un espace mesurable, soit E un espace topologi-

que et f une application de {2 dans E.

1) Si E est souslinien, et si on a une suite de fonctions boré—

liennes L{n : E- R, séparant les points, alors pour que f soit

mesurable il faut et il suffit qué les ‘fn o f le soient.

2) Si E est métrisable séparable, et si on a une suite de

fonctions continues (_Pn : E-R, telles que la topologie la moins

fine sur E rendant continues les ifn soit la topologdie initialement

donnée, alors.pour que f soit mesurable il faut et il suffit que les

‘fn o f 1le soient.

Démonstration

1) L'application= (@,) : E ~ RY est b§rélienne et injective.
Montrons que Lf'l est borélienne de LP(E) dans E . En effet \f
a un graphe, G, boréliep dans E x IRN. Vérifions ce point (cf.
SCHWARTZ). Posons { = ¢xi: EXx gY - (RN)2 (ou i est 1l'apptica-
tion identique de &Y). Alors G = .P“l(A), oﬁ A désigne la diagonale
de (IR‘N)Q. Alors G est borélien car Q et A 1le sont. Si B est
un borélien de E , @(B) est la projection de B x[Rmn G sur &Y.

C'est donc un souslinien, Comme tf(E-B) est, pour la m@me raison, sous-
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linien, W(B) est borélien dans: q(E). Comme la tribu de (E)
est la trace de la tribu de RN (MEYER II-31 p. 44), f est mesurable
si et seulement si 1 o f l'est. Le 1) résulte alors du fait bien

connu que la tribu borélienne de GW est le produit des tribus facteurs.

2) L'application ¢ = ) ¢ E- &  est forcément injective
et elle établit un homéomorphisme entre E et {(E). Donc f est
mesurable si et seulement si p © f l'est, c'est-a-dire si et seu-

lement si les ‘?n o f sont mesurables.,

REMARQUES.

Le plus souvent il existe une suite (Yn) ayant la propriété
indiquée.

1) Si E est souslinien, toute famille de fonctions continues
sépafant les points contient une sous-famille dénombrable séparant les
points (cf. SCHWARTZ.Cela résulte du fait que E est de Lindelof i.e.
.que tout famille d;ouvert contient une sous-famille dénombrable ayant

méme réunion).

2) 81 E est métrisable séparable et si d est une distance

définissant la topologie de E , et (x,) une suite dense, on peut

prendre qn = d (x,, ). Plus généralement, si la topologie de E est

définie par une suite d'écarts finis Sn ., on peut prendre la famille

Yh,m = 6 (x,, ). En effet, soit O wun ouvert de E. Il s'agit de
montrer que & est union d'ouverts des topologies les moins fines
rendant continues les ?ILHI' Pour cela soit x € § . Il existe n
tel que Sn(x,[:ﬁ) > 0. Alors il existe un point x, tel qu‘il existe

une boule, pour Sn , de centre X, . contenant x et contenue

dans 6 .
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Ré férences. Le 1) du théoréme est dh 3 SCHWARTZ (cf. FERNIQUE th. I-2-5

p~ 10, pour le cas ou E est lusinien).

$ 4 . MULTI_APPLICATION A VALEURS CONVEXES COMPACTES.

THEOREME.
Soit E un e.v.t.l.c. métrisable séparable, ({, @) un espace

mesurable et [ une multi-application de (1 dans les convexes compacts

de E . Pour gue [ soit mesurable il faut et il suffit que pour tout

X' € E' , 1la fonction w* tf(x’,'r(w)) = sup {<x’, x>|x € Mw}

soit mesurable.

Ce théoréme, qui couvre le th. 5.10 de DEBREU et le corollaire
du th. 8.1 et les th. 6.3 et 6.4 dec CASTAING [5], peut se démon-

trer comme le th. 6.4 de. CASTAING.

Démonstration :

—————————————

La nécessité est facile. Montrons la suffisance. Soit (p,)
une suite fondamentale de semi-hormes et Vn les 'semi-boules” associées.

Posons, pour deux convexes compacts non vides K et K'

i

8,0, k') =sup {lgx, K} - @ix, k| | x ev)}, ou

(P(x', K) = sup {<x', x> l x € K} est la valeur de la fonction d'appui
de XK en x'. Alors 8n est un écart fini, et la topologie de Hausdorff
sur 1'espace des convexes compacts non vides de E est définie par la

suite des 3n (cf. HORMANDER p. 185 formule (5')). D'apres le 2) du

th. 10 et le 2) de la remarque il suffit de montrer la mesurabilité

des afH o, Ky, Tle)) , ou (K;

i’ ) est une suite dense pour la topologie

de Hausdorff. Or, pour la topologie de la convergence compacte, Vg



est compact métrisable, donc admet une suite dense (x’p), et 1'on a

SH(Ki, Mo ) = sgp I\f’(x'p’ K;) - u‘;(x’p, Mw))| , car ._F(.,_K) est

continue pour la topologie de la convergence compacte.

REMARQUE.

Pour une autre démonstration cf. la remarque 1.7. Signalons que
la théorie des multi-applications mesurables 4 valeurs convexes fermées,
pas forcément compactes (dans R"), a été développée élégamment par

ROCKAFELLAR [1] et [2] .

¢ 5 . PARTIE DENSE DENOMBRABLE DANS LE DUAL D'UN E.V.T.

THEOREME.

Soit E .un e.l.c.s. et E' son dual. S'il existe une suite

'(e'n) ‘dans' E' séparant les points de E ;, il existe une partie

dénombrable ‘:P' dense dans E' pour la topologie de Mackey. Et pour

tout convexe compacﬁ K de E on a

K = {x € E Vx'esf, <x', x> < @9(x, K} } .

Démonstration

Soit 5‘1 1'ensemble dénombrable des combinaisons linéaires &
coefficients rationnels des e’ - L'espace vectoriel réel F engendré
o ' X ) . . \

par J* a un orthogonal égal a {0} , car il contient les e n « Il
est donc faiblement dense dans E'. L'adhérence fF de F pour la
topologie de Mackey, contient F , donc contient F ( fermeture pour
T(E', E)) e% 1'on a P = E' car l'adhérence d'un convexe est la méme

pour T(E', E} et o(E', E). La formule résulte du théoréeme de Hahn-

—~
Banach et de la propriété de densité de F .



Ré férences. CASTAING [4] th. 5 (signalé par‘Martiheau). L'énoncé
exact donné ici figure dans CASTAING-VALADIER [1] - p. 4. Dans le méme

ordre d'idées citons KLEE-OLECH.

Exemple .
Si E est de Lindeldf (voir démonstration du lemme 1 pour la

définition) il existe une suite (e'p) séparant les points. C'est le

‘cas, en particulier, si E est métrisable séparable} Mais dans ce cas

on peut obtenir par construction directe une suite-pius intéressante.
En effet soit (Vp) une suite fondamentale de‘voisinages de O. Le

polaire V2 de V

n €st une partie faiblement compacte métrisable,

et UJ V] = E'. Soit D, une partie dénombrable faiblement dense dans
n ' .

Vg , et D= U Dn « Alors D a la propriété qué tout point de E'

. n . .

est limite faible d'une suite de points de D .

§ 6 . INTEGRATION VECTORIELLE.

Le théoréme suivant et une partie de ses conséquences sont dus

4 CASTAING (et déja énoncés dans CASTAING-VALADIER).

THEOREME.

Soit (), &, 1) un espace mesuré avec u > O , o-finie.

B

Soit E un e.l.c.s. et f : 0= E sclairement intégrable. Si {

se partitionne en un négligeable et une suite de mesurables (1, tels

n —

que f(Qn) soit contenu dans un convexe compact équilibré. @, , et

si E est séquentiellement faiblement complet, alors ~f fu appar-

tient a E .
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Démonstration

La mesure étant o-finie, on peut se ramener au cas ou les Qn

sont intégrables. On a _fQ fu € E, pour tout n . En effet, si
n
x' € Qg (polaire de @), on a :

<x', fQ fuu> =fQ <', £ u < owlQ), dlou

n n

f fu e u(Qn) Q, . Pour tout x' € E' et melN , ona (%)

Q

n

|<xr, % f?(Qn>l < | <x , et

lim <x', = f > = <x', f> .
Jlim © % XQ . p.p

D'aprés le théoréme de Lebesgue on a
‘m
lim [ <x', ngo fon >u o= [ <x', £ opu
Cela entraine que fﬂu appartient év E puisqu'il est limite faible

n
des f( 26 fXq )4, qui appartiennent & E .
n= n

APPLICATION. Si (! est un espace localement compact, 4 une mesure
de Radon, et si f est u-mesurable, il existe une partition de

en un négligeable et une suite (K de compacts, telle que, f|K

n) n
soit continue. Alors f (K ) est compact. On peut donc appliquer le
théoréme si 1l'enveloppe convexe fermée d'un compact est faiblement
compacte ét si E est séquentiellement faiblement complet. Ces condi-
tions sont réalisées si- E est e.l.c.s.'semi_réflexif, ou un espace
L1 fort ou faible (dans un espace L1 faible 1'enveloppe convexe

fermée d'un compact est compact d'aprées le théoréme de Krein.

Cf. GROTHENDIECK p. 283).

APPLICATION. Le théoreéme s'applique dans le cas d'une mesure abstraite
si E est souslinien séquentiellement faiblement complet, et si

l'enveloppe convexe fermée d'un compact est compzcte. En effet on

(*)En notant fo la fonction cafactéristique de A.
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peut se limiter au-cas ou u est bornée. Alors f . 0~ E est mesurable
(cf. théoreme 10), et 1'image de u par f est une mesure de Radon
(cf. SCHWARTZ) qui est portée par la réunion d'une suite de compacts.

La construction des @ et Qn est alors facile.

On couvre ainsi un grand nombre de cés. Voici quelques exemples
d'espaces sousliniens semi-réflexifs : un Fréchet réflexif séparable,
une limite inductive stricte d'une suite d'espaces de Fréchet Montel
{les Fréchet Montel sont séparables et la limite inductive est donc un
Montel souslinien), le dual faible d'un e.l.c métrisable séparable
tonnelé (le résul tat .f fu € E est donné par AHMAD prop. 7 p. 109,,
le dual faible dfune limite inductive stricte.d'une suite d'espaces
de Fréchet séparables (la limite inductive est tonnelée ce qui signifie
que le dual féiblé est semi-réflexif ou quasi-complet ; de plus le dual
de la limite inductive est isomorphe & un sous espace fermé du produit

des duals donc est souslinien).
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CHAPITRE I

MULTI-APPLICATIONS A VALEURS CONVEXES COMPACTES.

§¢ 1 . MESURABILITE SCALAIRE. MAXIMUMS LEXICOGRAPHIQUES.

Soit E un e.l.c.s. et ({, &) un espace mesurable ( & est

une tribu sur ).

DEFINITION.

Soit ' une multi-application de (1 dans 1'ensemble des con-—

.vexes compacts de E. On dit que ' est scalairement mesurable, si,

pour tout x' € E' ,

wr Pix', Mw) = sup {<x', x> | x € Mw)} est mesurable.

REMARQUE.

L'ensemble {w | Mw) = ¢} égal a {w |\? (0, Mw)) = —o} ,

appartient a Q.

LEMME.

Soit (I_‘n) une sulite de multi-applications scalairement

mesurables de () dans les convexes compacts de E , décroissante

(i.e. pour tous n et w, I"n+1(&)) C I"'n(w)).v Alors w» N Fn(“’)"

est scalairement mesurable.

Démonstration :

Posons ) =OThlw) , et O =N{o | Tlw) # ¢ . 11
‘ n

est.évident que 3(w) est convexe compact et que Qo = {w | Slew) # ¢}



1Q3

Par la remarque 1, ) ¢ G. soit x' € E' et we Qy - On va montrer

que \P(x', Sw)) = inf Qix', rh(w)) {en fait cela est vrai,

trivialement si w £ Qo ). Soit x,

€ rh(aﬂ tel que
x', rh(an) = <x', x> et X une valeur d'adhérence de la suite

(x,). Alors X € Slw) et l'on a
plx', Zw)) 2 <x', ¥ 2 inf <x', x> = inf lx', Mt

Enfin 1'inégalité inverse est évidente.

LEMME."

si [ est scalairement mesurable, si z' € E', si
—— 7

p . E—-IR est mesurable, alors wt 2« = {x € [{w) | <z', x> = plaw)}

est scalairement mesurable.

Démonstration @

on a Q) = {w | Slw) # ¢ = {w] plo < piz', Tlaw)) et

- plw) < g L-z','r(w))} € @~ Soit x' é E' et we . Le cas

z' = 0 ¢é&tant trivial, supposons z' # O.
1) si x' €e®R z', ona x' =Az' et Plx, ew) = Aplawh.
2) si x' R z' on va montrer que

px', o) = infl @Az « x, M) - Aple) [N e R} ¥

Le lemme en résultera, car il suffit que A parcoure & {la fonction
dont on prend la borne inférieur¢étant continue en A). Si x € o),
la forme 1linéaire, <., x> est majorée sur E° par la fonction sous-—

linéaire (., Mw)). Considérant sa restriction a & z' @ ® x' comme

(*) R, Pallu de La Barriere m‘a fait remarqguer que la fonction d'appul

de Z(w) est 1'inf-convolution des foncticons d appui de [, et de
{x e E| <z, x = plw)}. Cela peut se justifier et fournir alors une
autre démonstration du lemme.
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un prolongement dg sa restriction 4 R z' , et en appliquant le lemme
de MEYER p. 271 , on obtient :
<x', x> < inf{ q(Xz' + x', Nw) - Xolw) |'K €eR} , d'on
iplx', 2w)) £ inf{(g(Kz' +x', NMw) = Aplew) |'\ € R} .
Réciproquement soit h 1la forme lindaire sur R z' définie par
Az' = Aplw). Soit h' son prolongement 2 R z' ® R x' défini par
h'ix') = in{y Az’ + x', T(w) - Ap(w) | X\ € R} (MEYER ibid.), puis
un prolongement linéaire a E', majoré par p(., [{w)), défini par un
point & € E'*, Alors ¢ € [w), et comme <z', & = plw), £ € Sw),

don  p(x', @) 2 inf{yhz' + x', D) - Aplw) | X e R},

REMARQUE.
Ce résultat, dans le cas ou plw) = q(z', Mw)) (et E =]RP)

était connu de KUDO p. 152.

PROPOSITION.

S'il existe une suite (e’ dans E' telle que pour tout w

a!

(e')) sépare les points de [(w), si I' est scalairement mesurable,

et si f.: Q-+ E est une section de [° telle que pour tout n ,

n’ f(.)> soit mesurable, alors f est scalairement mesurable.

Démonstration :

I1 suffit de poser F_l(w)-z [w) et pour n >0 |,

M) = {xel_jlw | <e' , x> = <e' flw)>}. D'aprés le lemme 3

n’ n’

toutes les r; sont scalairement mesurables, et d'aprés le lemme 2

il en est de méme de leur intersection. Or AL (w) = {f(w)}.

1.5 DEFINITION. -

Soit (x';)y ¢ 1 une famille d'éléments de E', ou I est
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un_ensemble bien ordonné. On appglle préordre lexicographique sur E,

la relation entre x et .y @ "y i, <x';, x> = <x';, y> , ou si

I, = {1 l <x'y, X-y> # 0} est non vide, en notant i, le plus petit

<x'. > < <x'.
x'; , X x'y

y ¥y e
o o

O’
C'est 1'image inverse, par l'application x & (<x';, x>); .

de 1'ordre lexicographique sur RI (BOURBAKI [1]9).

REMARQUE -

Pour que l'on ait un ordre il faut et il suffit que (x';)
sépare les points de E . Si ¥ est un compact de E dont (x';)
sépare les points, K est ofdonné et a un plus grand élément dit

maximum lexicographique. D'aprés le théoreme de Hahn-Banach tout con-

vexe compact est 1'enveloppe convexe fermée de ses maximums lexicogra-
phiques ‘(pour tous les ordres). Comme un maximum lexicographique est

un point extrémal on a ainsi une démonstration du théoréme de Krein-Milman.

PROPOSI TION.

S'il existe une suite (e'n) dans E' telle que pour tout w ,

(e',) sépare les points de M), si I’ est scalairement mesurable

et & valeurs non vides, et si f(w) est le maximum lexicographique

de ['(w) défini par (e')), f est scalairement mesurable.
Démonstration
Analogue a celle de la proposition 4 , en posant [_,(w) = Mw)

et pour n 2 0

Mptw) = {x e T _j(a)|<e' ), x> = gle', Ty ()},

REMARQUE.

La mesurabilité d’un maximum lexicographique, en dimension finlie,
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a été établie par RICHTER [1] (Hiifstaz'zlp. 87), KELLERER (Hilfssatz
p. 205) et OLECH [1] (th. 2 p. 318). Les résultats de CASTAING [5]-
permettent de 1'obtenir, mais avec des hypothéses topologiques sur ¢
en utilisant la semi-continuité supérieure (cela date de WAZEWSKI et

FILIPPOV).

e 2 i o A 2223

S'il existe une suite (e' )} dans E' séparant les points de

E, si " est scalairement mesurable et 3 valeurs non vides, il existe

une famille dénombrable - (f;} de sections scalairement mesurables

iy e I

telles gue pour toui w , {fi{w)!i € I} 'soit dense dans [(w).

Démonstra tion

D'aprés le théoréme 0.12 i1 existe une partie dénombrable D
dense dans E' pour la‘topologie de Mackey. Pour chaque x' € D soit

£y

(par exemple un maximum lexicographiqué. Soit{fyj); ¢ 1 la famille

dénombrable des'barycentres 3 coefficients rationnels d'un nombre fini

de fx’

{x' € D). Soit, pour w fixé , X = {fj(w) | 1 € I}). Alors
X contient l'ensemble convexe A de tous les barycentres des fx.(w)
(x* € D). Par suite X = & ce qui montre que X est convexe. On a

X¥C IMw. Lidgalité résulte de la formaule du th. 0.12

REMARQUE.
Ce résultat permet de retrouver le th. O.11, car alors les

fi sont mesurables, et st U est un ouvert de E ,

{w | M vy u ¢ g = WU £ (u).
1eI "t

une section scalairement mesurable telle que <x', f .(w)> =4y(x', Mew))
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PROPOSITION.

Si Q est un convexe compact métrisable, si g : Q=R est

mesurable, si [ est scalairement mesurable et a valeurs non vides et

si pour tout w, [(w) C g(w) @, alors [ admet une famille dense

(i.e. ayant la propriété de la prop. 7) dénombrable de sections scalai-

rement mesurables, et sur toute partie de (1 sur laquelle g est bor-

née, I est mesurable (par exemple est limite {pour la topologie de
== P -SbL - |5 p

Hausdorff sur les compacts) dune suite de multi-applications étagdées

mesurables).

Démonstration

Remarguons que l'enveloppe convexe équilibrée fermée Q' de
Q@ est compacte métrisable;, car c'est 1'image de 02 x [0,2] par
l'application (x, y, a) = ax - (1 - aly - On peut se limiter a faire
la démonstration sur un ensemble {w|'|g(aﬂl‘f n }. Alers [(w) Cn Q'.
Soit G 1le sous-espace de E engendré par Q'. Comme G = \J -KQ’

A20

il existe (e’ dans G' séparant les points de G. On peut alors

n’
appliquer la proposition 7 et la remargue 7 , et on obtient des sections

mesurables pour la topologie de n Q' , et la mesurabilité pour la

topologie de Hausdorff sur les parties compactes de n Q' .

PROPOSITION.

S'il existe une suite (e')) dans E' séparant les points

de E, sil est scalairement mesurable,, si £ : Q=R est mesu.-

rable et si z : {1~ E' prend ses valeurs dans un sous-espace de

dimension finie et est mesurable, alors

wr S = {xeMw | <z'(w), x> = pla)} et

w‘-*¢(w) = Ty e [Muj l <z'(w), x>+ plw}

sont scalairement mesurables.
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Démonstration :

1) Pour la mesurabilité de 2 i1 suffit de reprendre la
démonstration du lemme 3 en remarquant que :

— l'ensemble {w | x' € R z'(w)} appartient a G

- leé fonctions QH YN z'(w) + x', [{w)) sont mesuradbles

grace qux hypothé¢ses faites sur z' et & la proposition 7.

2) I1 est clair que {w | Sw) # ¢} = Q, appartient 3 Q.
sur Q- O ona ¢lw =¢ ou ¢lw =Tlw, et comme lw) = ¢
si  plw) < - Y- z' (), Maw)) et Q(w) = [{w) sinon, 43 est sca-
lairement mesurable sur - Q . Soit x' € E' et
Folw) = {x e M) | <x', » = @ix', Ma))}. soit £:0Q - E une

section scalairement mesurable de [ . Soit we Q . si

<z'(w), flw)> £ plw) on a Lp(x’; $(w)) yix', Maw)), et si

<z'(w), f'(w)r=> >plw) ona ix', $lw)) pix', 3w ).

En effet la premiére assertion est triviale. Montrons la deuxiéme
soit x € ¢(w) tel que <x', x> = Lf(X', $(w)) . On a

<x', flw)> 2 <x', x> puisque x € [(w). Comme f(w) ¢ 4)(0)) le
segment [x, f(co)]" coupe 2(w) en un point X; . Alors

<x' . > 2 <x'

, %q , x>, d'ou pix', SNw)) 2 <x', x> et 1'égalité annoncée.

Cela prouve que cP est scalairement mesurable sur () .

REMARQUE.

La mesurabilité de X a été obtenue en dimension finiebpar

RICHTER [1]-



§ 2 - APPLICATION. EXISTENCE D'UNE DILATATION MAXIMALE.

Soit X un':fconve‘xe compact métrisable d'un e.l.c. , et
(Q, &) un espace mesurable. Soit K une partie convexe compacte
de X . On désigne par (/éi(K) l'ensemble des probabilités sur K
(elles sont forcément de Rédon). Muni de la topologie vague, c'est un
compact métrisable. Rappelons la définition de la relation d'ordre sur
Jﬁi(K) définie par le cdne ¥(K) des fonctions continues concaves

(MEYER déf. 16 p. 279) : on a u 4\ (on devralt noter 4y) si,
pour toute f € $(K), [ fu 2 f £XA; on dit aussi que A est plus
prés du bord que u , ou gque A est balayée de pu shur K . Les
élémeﬁts maximaux sont les mesures portées par 1'ensemble des polints
extrémaux : i{' . Pour toute f € FC’(X) on pose T = lnf{QGX(X)Ig 2 f}.
Cette fonction est concave s.ca.sa., et a la propriété que st pu € 0‘1(1{)

et si S={Nedl(x) | Aru}, ona @f ) =[F p (MEYER th., 19

p. 280). Deplus [ fu=1nf{f g | g€ S(X), ¢> £} (ibid, p. 280)«

PROPOSITION.

Si I' est une multi_application mesurable (%) de 0 dans

les convexes compacts non vides de X, et sil w* Koy est une
- ——— E——————

application mesurable () dans %%(X) telle gue pour tout w,

pfllw)) = 1, 11 existe une application w#® A, mesurable de (

dans o’é}_(X) telle que pour tout w , A soit une balayée maxlm.ale

w

de u, sur NMoa).

Démonstration

Posons Eo(w) = {\ € ){11(}() I A& /‘w}' C'est un ensemble convexe

(*)Il suffit pour cela que [° soit scalairement mesurable d'apres
la prop. 8.
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compact non vide de J(,%(X). Pour tout f e &(X), on a {(f, Zo(w_))? =

A ~
= f fu, . Comme wr [ fu est SCS, donc borélienne, 2

o €st
scalairement mesurable. Posons 2Z,(w) = {\ € :L}_(X) l MM(w)) = 1}
On a pour tout f € f(X), Q(f, Zl(w)) = sup {f(x) | x € Mw)y qui
est mesurable en w, | car K+ sup {f(x) | x € K} est continug pour

la topologie Hausdorff (on peut aussi dire que [' admet une famille
dénombrable de sections mesurables densés). Par suite (prop. 8), 2,
et 21 sont mesurables. Le corollaire 0.9 implique la mesurabilité

de wr Jw) = 2w O 2,(w)e Soit (f ), ¢ une suite dense dans

- g(X) pour la topologie de 8(}()» (convergence uniforme sur. X). Alors
(fn), dans la dualité entre Lo(X) et lx(X) , sépare les éoints de
J(,(X), car si ffnu=0, Vn,, on a ff/.L:O,er—r(X) et
L =0 car JO(X) en_gendre C.(X). On prend pour }\w 'lle maximum
lexicographique de 2Z(w)' pour l'ordre associé a (f,) (prop. 6).

Alors A, est bien maximale pour l'ordre de %1(["(0)))._ En effet, si

w
n € Jﬁ}(r(w)) et si u ¥ A, , pour l'ordre de xx:}_(l—'(w)), on a

I fo 1 2 I fo Ay lear o p(g) € - Y(IMw)). Par ailleurs pu € 2 w),
car i est balayée de K, sur X (encore parce que f € X(X)
entratne fli_'(w) € g (Mw))), et donc par dé finition de Ay s

[ £o A 2 I f, 4 « Finalement I fo u = J fy A, » et de méme par
récurrence | fau = I fo Ay » pour tout n, d'ou @ =A, .

COROLLAIRE.

Si f: Q- X est une section mesurable de [' il existe une

‘application w }‘w mesurable de (1 dans Jé%(X) telle que pour tout

@, A, Soit une mesure maximale sur Mo  de barycentre f(w).

Démonstration :

Résulte de la proposition en remarquant que wt Sf‘(cu) (mesure
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de Dirac en f(«)) est mesurable car x ~ 8x est continue donc boré-

lienne.

T e e e e

Il existe une application x'-"Tx 93_ X dans Jﬁi(X),

X

borélienne, telle que pour tout x , T_ soit une mesure maximale de

barycentre x .

REMARQUES.

Une application borélienne x+ T telle que pour tout x ,

x ?
Ty soit de barycentre x , est appelée une dilatation (MEYER p. 288),
ce qui justifie le titre de ce §+ Dans le meme grdre d'idées

1) HERVE a montré qu'il existe une. application x ¢ Kx de X

dans Jéi(X) universellement mesurable telle que pour tout x , Xx

soit maximale de barycentre x .

2) CHOQUET a montré qu'ilAexiste une application ¢ : dCi(x)-.JE;(X)
analytique,vtelle que, pour toute u , g(u) soit balayée maximale
de‘ [T

3) CARTIER-FELL-MEYER p. 443 obtiennent que pour toute mesure
u sur X il existe une dilatation x +~ Tx , telle que pour pu-presque

tout x , Tx soit maxirniale.

Enfin, signalons que CASTAING a montré ([2]), que si X est
de dimension finie, n, etsi {0 est compact métrisable et muni d"une
mesure de Radon' mw, etsi f eSt comme dans le coroll. 11bune section
mesurable de [, f(w) se représente de facon u-mesurable comme bary-
centre de n+l npoints extrémaux de r(w); ‘Le récent travail d&'AUMANN
[2]  a permis & CASTAING ([e8]) d'4tendre son résultat au cas d'un

espace mesuré abstait (0, &, u).
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$ 3 . BORNE SUPERIEURE ESSENTIELLE DE MULTI-APPLICATIONS.

Soit (£, 0L, ) un espace mesuré avec u 2> 0, o-finied
Soit E un ensemble. On considérera sur 1'ensemble des multi-applica-’
ﬁions de (1 dans les parties de E la relation de préordre
"Il C Ig{w): presque partout " . Nous en parlerons comme d'une
rélation d'ordre, ce qui fait qu'en réalité'nous énoncerons debpropriéfés

des classes d'équivalence modulo 1'égalité presque partout.

PROPOSITION.

Soit E un e.l.c.s. tel qu'il existe une suite (e'n) dans

E' séparant les points de E . Soit 2 une multi-application de

dans les convexes compacts de E . Soit gil'ensemble des multi-

applications 4 valeurs convexes compactes scalairement mesurables telles

que [(w) C 2(w) p.p. Alors toute partie dega & admet une borne

. supérieure d} dans E, appelée borne supérieure essentielle, et aussi

une borne inférieure. En particulier € aun plus grand élément.

Démonstration :

D'aprés le théoreme 0.12 il existe une suite (x'n) dense
dans E' pour la topologie de Mackey. D'apres NEVEU‘ (démonstration
de la prop. II-4-1 p. 43) (*) pour chagque n il existe une partie
dénombrable de d‘; d:;‘ , telle que sup {‘f(x'n’ r.nlr ed‘z’l} soit
le.‘sup. essentiel de la famille '(Lp(x'n, l_'(.)))l-' e dr On prend alors
pour b(w)' 1'enveloppe connexe fermée de U {[Mw) |l ed.('n, n € W},

Alors q> est scalairement mesurable, car

Wix', $(w)) = sup {gix', Mw))|T eV an} , et d 8.
n .

(%) En fait NEVEU traite le cas d'une mesure bornée.
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I1 est clair que tout majorant de #t majore ¢, et 4) est bien un
majorant de u{: car si e @, on a, Vn ,

Qx' 1, @(m)) 2 g(x',, Maw)) p.p., d'ot P(w)D NMw) p.p. (cf. th 0.12)
Enf’in il est connu que, dans un ensemble‘ ordonné, si toute palrt.ie a une
borne supérieure, toute partie a une borne inférieure ( BOURBAKI [1]

$ 1 ex. 11 p. 31).

Nous donnons une proposition voisine de la précédente, qui

n'utilise pas la convexité.

PROPOSITION.

Soit E un espace topologique métrisable séparable. i~it e

1'ensemble des multi—applicétions ' de Q dans les fermés de E telles

que IF'(U) e @ (ou I'(U) = {o|l(w) N U # ¢} pour tout ouvert U

de E. Alors toute parfie ()é de & admet une borne supérieure ¢

dans E , et aussi une borne inférieure.
Démonstration :
Soit (x )n e N une suite dense dans E , et '(Bi)i e I la

n

famille dénombrable des boules ouvertes B(xn, %) (ne®™ , p21). Comnme
dans la proposition précédente, d'aprés NEVEU (ibid.) pour chaque 1 € I
il existe une partie c)f'.l de c}{, dénombrable, telle que

v {r_(Bi)lf" er/fi} soit égal a4 1l'union essentielle de la famille

(r_(Bi))F ed - Soit alors ¢(w) =U{[()|T" e U Jti} « On a 4» € s,
car si 4] »est un ouvert de E , (b—(U) = U{I_'_.(U)Ir € U(fi}. Tout
majorant de 96 contient ¢ . Reste ‘a'montrer que ¢ est un majorant
de (/t. Soit 'e ®. Soit, pour p 21 et we Q,

Jplw) = {n v |we " (B(x,, %))} et soit [ (w)= U{Bx,, %)ln € Jplaw}.

Alors [(w) = f; r'p(w). Posons de méme J'p(w)z{neNlm € d);—(B(xn,-%))}
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‘n € J'p(w)}. Comme, pour tout n ,

et ¢ (w) = U{B(x,, £

{w] ne Jp(aﬂ} = rr(B(xn, é)) est contenu a un ensemble négligeable

prés dans #w(B(xn, é)) = {«|n € J’p(w)} , on a Fp(aﬂCZ ¢p(aﬂ presque

partout, et par suite [(w) C ?(aﬁ presque partout.

REMARQUES.
1) Si dans la prop. 14 on se donne une multi-application z,
et si quel que soit [ € d%, on a Mw € Z(w) p.p. on a

@(w)C 2(w) pap.

2) Les prop. 13 et 14 montrent que si > est une multi-applica-
tion, il existe une plus grande multi-application, Zo, "mesurable”
et contenue dans 2 . En particulier les sections mesurables dé’ >
sont (& une modification sur un négligeable prés) des sections de 20.
Ainsi dans le lemme 15 ci-dessous il ne serait pas plus géqéral d'enlever
1'hypothése de mesurabilité sur [ (comme cela a été fait par AUMANN

[.1]') et de supposer Vw, Vu e Mw 5 “ u “ < dlw), avec g e JS1.

$ 4. REPRESENTATION INTEGRALE OU INTEGRATION D'ENSEMBLES

On désigne par ({, ag i) un espace mesuré avec u 2 O. On
sait que pour une mesure abstraite non o-finie il faut faire 1l'hypothése
de DINCULEANU (p. 179) si 1l'on veut que le dual de Ll s'identifie a

© . s .
L™ , mais nous.n'en aurons, en général, pas besoin dans la suite de ce

chapitre.

DEFINITION.

Une multi-application I de Q dans les convexes compacts d'un

e.l.cs. E est dite scalairement intégrable si pour tout x' € E',
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Plx', [M(.)) est intégrable.

LEMME.

Si I' est une multi-application de (! dans les convexes com-

pacts non vides de BT scalairement intégrable, et si Sp désigne

1'ensemble des. classes d'équivalence modulo l'égalité presque partout

des sections mesurables de [, alors ‘S est une partie convexe

faiblement compacte de LﬁRn (et donc compacte pour U(LﬁRn, L(Rn)).

Démonstration :

On remarque que si 1l'on pose
glw) = s%p{‘f(ei,#rwaﬂ), pl-ey, Mw))} , on (e;) est pne basé de
R™ , on a ”u“‘ <k glw)), V uel(w) , k étant une constante positive.
Par suite {w|r(w) # {0}} ést o—fini (*) , et notre énoncé seiraméne
4 l'analogue, pour une mesure abstraite o-finie, du lemme 7.1 de CASTAING
[5)]. La démonstration de CASTAING peut aisément @tre transposée
(remarqﬁons que pour montrer que Sr est faiblement relativement

compact dans Ll on peut utiliser DUNFORD4SCHWARTZ +th. 9 p.292.

RrRD
En fait Sp est une partie équi-intégrable particuliere : elle est
latticiellement bornée ; on peut lui appliquer la remarque de CASTAING-

VALADIER [1]  p. 10, qui est élémentaire).

Bibliographie. Pour d'autres théoremes de compacité cf. CASTAING--

VALADIER ([1]° th 3 et 4).

Dans la suite de ce §, E désigne un e.l.c.s., [ une multi-

application scalairement intégrable de () dans les convexes compacts

(¥) BoURBAKI [9]° dirait modéré.
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non vides de E . On suppose qu'il existe une suite (e',) dans E'

telle que pour tout «w , (e' ) sépare les points de [(w).

n

NOTATION.,

On désigne par pr 1'ensemble des sections scalairement

mesurables de [, et par Sp le quotient de \Sp pour 1'égalité

presque partout (ce qui €quivaut a 1'égaiité scalairement presque paff

tout.) Pour tout 2 € Q. on pose

Ay = {& e E¥|<xr, & s_fzq(x°, Mw)) pldw), ¥Yx' e Ef}.

LEMME,

Les ensembles A, sont faiblement compacts et non vides. Toute

v
section f € Jr est scalairement intégrable et 'FZ fiu € Ag.

Démonstration

L’enseﬁble AZ. est borné donc faiblement précompact. Il est
fermé dans E'* muni de U(E'*, E'), donc faiblement complet. Enfin
si f € XF , on a : - @-x', Dla)) < <xr, fla)> < pix’, [Mw)), donc
f est scalairement intégrable, et'<x',_[z fu> < [Z ?(x*, e,
d'ou fZ fu € Ay . Cela ?rouve aussi que Ay est non vide (car il
existe des sections scalairement mesurables), mais on peut le montrer
autrement (et les propriétés de A, ne dépendent pas de 1l'existence

de la suite (e’ ) cf. VALADIER [1]).

On sait que la fonction d'appui de la somme de deux convexes
compacts, ou de 1'homothétique de rapport 2> O dfun convexe compact
s'obtient par la méme opération sur les fonctions d'appui (cf. HORMANDER).

Nous allons étendre cette propriété a une intégrale (on peut remarquer
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que seul le cas de la dimension 1 est trivial).

Le théoréme suivant est un cas particulier du théoréme de
STRASSEN. Nous le démontrons comme le th. 8.8 de CASTAING [5]. Il nous

sera utile pour étendre le théoréme de STRASSEN (th. 19 ci-dessous).

THEOREME.

Si [' est une multi_-application de (! dans les convexes com-—

pacts non vides de R" scalairement intégrable, S est contenu dans

Llan {cf. lemme 15) et 1'ensemble- {f fu I fe SI-} est convexe com-

pact non vide, de fonction d'appui

x' = flp('X', Maw)) wldw).

Démonstration

Désignons par A 1l'ensemble {ffp.|'f € Sl-'} . D'aprés le lemme

15, A est compact, car l'application f#+ f fu est continue puisque

"la topologie de R® est la topologie faible, et que pour tout x' € (R")'

on a <x', [ fu> = <x° XQ , £2.

De plus A est convexe et non vide. Il est facile de voir
que \f(x', A) < f(.r(x', M) uldw). L'inégalité inverse résulte du
fait qu'il existe une section f € Ir telle que

<x', flw)> = q (x', [Ma)) fcela résulte de la proposition 6)

Bibliographie, Ce résultat (au moins pour x bornée sans atomes)’

était connu de RICHTER (1], KELLERER et OLECH [2] . L'intégrale

de Riemann a €té considérée par HUKUHARA.

On sait (Hﬁ}?MANDER’ GHOUILA-HOURI) que l'espace CK (Rn) des

convexes 'compacts non vides de R" , 'muni de la métrique de Hausdorff
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et de sa structure de cobne convexe, se plonge dans un espace de Banach
que l'on peut prendre isomorphe 4 l'espace des fonctions continues
positivement homogénes sur (RD) ', muni de la nqrmeide la convergence
uniforme sur la boule unité ; alors le plonggment fait éorrespondre a
un convexe compact sa fonction d'appui. Désignons par H .cet espace

de Banach et par i : CK (R®") - H, 1'injection. On a alors la :

PROPOSITION.

Les relations suivantes sont €quivalentes

a) ' est scalairement intégrable,

b) i o' appartient a ;f%

¢) ' est scalairement mesurable et toute 'section mesurable est inté.

grable.

d) I' est scalairement mesurable et 3 g € Gf%- telle que H'u”'g gl w)

Vuello, Vo

e) Si u est constituée d'une masse unité en chaque point de Q :

g (%)

"l'image par 1 de la famille "([(w)), . est sommable dans

Si ces relations sont vraies l1'intégrale dans H est 1'image par i

de {[ ful fe sph

Démonstration :

I1 est évident que d=c . Et c=da grace a4 la proposition
6. Enfin a=3d a été établi dans la démonstration du lemme 15. On
a  b&=yd d’ap.rés la formule (HORMANDER)
' o Maw) || = sup {ltf(x’, M)y | ]l < 1),
‘et le fait que la mesurabilité scalaire équivaut i la mesurabilité pour

la topologie de Hausdorff (th. 0.11).

(*) Dans ce cas b) signifie que la famille est absolument sommable.



Enfin b «=pe trivialement, et en utilisant la fonction d'appui
€ =4 a. Explicitoné ce dérnier point. Supposons pour simplifier
CK(RP) € H. La fbnction-({(x’, .) se prolonge en une forme lindaire
continue sur H (qui a une fonction continue positivement homogéne
fait correspondre sa valeur en x') (de plus ce prolongement est unique,
mais cela ne sert & rien ici). Alors si e est vraie la famille
(lx, Maw)),, e O est sommable, ce qﬁi-signifie
gixt, TGy e JYH ), w.

Comme CK(R®) est complet (muniAde la distance de Hausdorff),
i(CK(R")) est fermé dans H et 1'intégrale de i o[ appartient a
i(CK(R™)). D'aprés ce que l'on a dit précédemment sur Y(x’, ), si
on congidére fti o Mg comme un élément de CK(R"), sa fonction
d'appui est x’ ny{y(x’; Maw) pldo) (fonétion linéaire continue
d'une intégrale), ce qui avec le théoreme 17. établit 1la dernieére

assertion.

REMARQUE °

Ce résultat est donné en partie par DEBREU, quil étudie 1°inté-

grale dans H.

Revenons 4 un e.l.c.s. E .

THEOREME.

Si [' est une multi-application de () dans les convexes compacts

non vides de E , scalairement intégrable.

1) S'il existe une suite (e' ) dans E' qui sépare les points

EE, AQ NE et telle que pour tout w , (e',) sépare les points de

[Mw), et si pour toute f € Jﬂﬂ , [ fueeE alors

AQNE = {[ fu | e ;fr} et, pour tout =2 £ E'
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max {<x's x> | x € An N E} = IQ (x', Maw ) uldw).

2) si de plus E est semi-réflexif, An est contenu dans E.

REMARQUES. Au contraire du théoreme 17 on n'utilise pas.dans la démons-
tration la compacité(de S . Des conditions suffisantes pour Que |
[ fu € E sont données dans le chapitre O }§ 6). Ce théoreme couvre i

la fois le théoreme 1 de STRASSEN (p. 424) et les th. 8.8 et 8.12 de
CASTAING [5]. (cf également IONESCU TULCEA (A.)). Ce résultat a €té
obtenu dans les Banach réflexifs (pas forcément séparabies par CASTAING

[10] th. 3 . Le théoreme de STRASSEN a été redémontré par LEVIN.

Démonstrationa

1) Soit & € AN E . Soit F, le sous-espace de E' engendré

~par (e', ...; e',) Alors x' = \x', [Mw)), restreinte & F_ ,

est la fonction d'appui d'un convexe compact rh(w) de F', . D'apres

le théoréme 17 1la restriction <., g’>|,F de la forme linéaire <., &>
n

sur E', est de la forme f~¢n L, ou ¢, € °Pr; -

Soit U wun ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fré.
chet. Posons pour p > n , ¢n,p(w) = ¢p(w)|Fn . Alors d'aprés le lemme

15 admet une limite suivant QL ¢h,w dans pf;' faibled.

n
Montrons que ¢n+1,m(w)|F = Y, olw) p.p. En effet pour i < n et
n ’ .

‘¢n,pjp 2 n

Ze€Q, ona

S, <"t Ynaqemes i [ <ety, gy ou

= 1lim [ <e', Su = <e' ST
. z i» an’p rZ i_ \l}nlCU

On peut donc supposer que ¢n+1,®(w)|F = Y olw) pour tout w et pour
n ’

tout n. Pour w fixé, les Y glw) définissent une forme lindaire L
’
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sur Lg F, qui est majorée par @Q(., [(w)). D'apreés le lemme de MEYER
p. 271 on peut prolonger AL a E' entier en gardént la majoration
par \Y(.,IMw) ). Le prolongement est une forme lindaire définie par un
point f(w) appartenant 3 [(w). D'apres la proposition 4 f est
scalairement mesurable. Comme }f fu appartient & An N E, et que,
par construction dé f, on a

<e' , [ fur = [<e',, flo} > u(dw) = <e' , £, V n,
on a f fu = ¢ . Enfin montrons la formule de 1'éﬁoncé. Soit x' € E'.
D'apres 1a proposition 6 il existe f eﬁyr‘ telle que

<@t flw)> = pix', Mawl) , ¥ @. I1 en résulte que

<x', [ fw> = [ gix', Tlol) plde).

2) Si E est semi-réflexif, AQNMN E est faiblement compact
(car trace sur E de A qui est faiblement compact) et convexe.
D'aprés la formule du 1) les demi;espace; faiblements fermés de E'*
contenant AQ s, ou VAQ ME, sont les mémes, de sorte que A = AQ O E.
On peut maintenant étendre la pré. 18 de la fagon suivante

(énoncée par DEBREU th. (6.5) maié la démonstration est erronée).

Soit E un Banach séparable. On désigne par “18 l'espace de

Banach des fonctions positivement homogénes sur E' continues sur la

boule unité B* de E' pour la topologie de la convergence compacte,

muni de la norme de la convergence uniforme sur B' (en fait les 16—

N
;

n
ments de }ﬂ sont_ continus sur E', grace au théoréme de Banach-Dieudonné).

Soit ' une multi-application mesurable de () dans les convexes com—

pacts non vides de E. Or » (en notant Yy 1la fonction d'appui de K)

Hfr(agl&f sup U] x || |x € Ma)}. Si cette fonction de w est inté-
gravte
1) L'ensemble { [ fu | f e g(&} noté [ ﬂu} est convexe compact

et 2gal & A .



2) LP[I_',LL. = ﬁ?l"(w) p{dw) (intégrale prise dans j{?,),

3) (x') :f(pr(w)(x') p,(da)) pour tout x' € E'.

(.Pf.f‘u

Démonstration

I1 est clair que '5p Ccﬁé . Soit & 1'iﬁtégra1e dans *6?,

de Yr(.) - Comme, pour x' € E', Y o= Y(x") est‘ uné‘forme iinéai.re‘
continue sur 3&, ~ on a tb(x') = [ 'l{’["(w) (x') ﬂ(da)). D'aprées le théore-
me pré;:édent ‘ | |
I 1";?: {[ fulf e SI"} ={x e E|Vx', <x', » < 43()(‘)}'.
Comme ¢ est continue sur E', , f Mu es‘t compact. Il est alors égal
a4 Ag, ce qui établit le 1). La fonction b est la fonction d°appui
de [ I'w, ce qui établit le 2). Enfin le 3) ne fait que réexprimer le
théoreme 19.

Voici un corollaire facile qui $tend le th. 52 de MEYER (p!'302) et le
th 8.9 de CASTAING [5]

COROLLAIRE,

Si X est un espace localement compact polonais, et si 1'on

pose E = J4(X) muni de la topologie vague, et si [' est une multi-

application de (! dans les convexes compacts non vides de (){Jr(X)

scalairement intégrable, alors 1'ensemble {ﬁ\(a)) pl dew) |A 6'3?1—-} est une

partie convexe compacte non vide de (}é+(X); et sa fonction d'appuil

est £+ [¢(f, MNa)) uldw (re Hixn.

Démonstration :

I1 est connu qu'il existe une suite (fn) dans ‘%(X) sépa-

. . R »
rant les points de (/'{7(}() (il existe méme une suite dense dans }\,(x)
pour sa topologie limite inductive : BOURBAKI [9] ¢ 3 n® 1 1lemme 1
p. 21 et [1d § 3 n°1 lemme 1 p. 57). Montrons que An est contenu

dans E . Soit & € Ang et fe J.(X). Alors
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<f, £ 2 - [@(-f, MNw) pldo) 2 0,

ce qui prouve que ¢ est une mesure positive sur X .

REMARQUE.

En fait JZ(X) est le dual d'une limite inductive stricte d'une
suite de Banach séparables, et d'apres le ch. O ¢§ 8, méme si [(w)
n'est pas contenu dans ﬁ&jX), on aura [ k(d) uldw) € M(X) pour toute
Ne Ip, et rcHix) car Hix) est semi-réflexif (puisque KI(X)

est tonnelé).

§ 5. EXTENSION DU THEOREME DE LJAPUNOV.

Bpﬁr la clarté de 1l'exposé il est préférable de tralter d'abord
la dimension finie. Toutefois le théoréme éuivant n'est pas nouveau.
Sa différence avec le théoreme de CASTAING ([2] et [5]  th. 7.8) est
que {1 est un espace abstrait au lieu d'un compact métrisable (la
méthode de Castaing peut 8tre utilisée gvrﬁce a AUMANN [2], cf. CASTAING
[6]). En fait notre énoncé est équivalent & celui de KELLERER (qui
améliorait RICHTER). On .trouve déja ce genre de théoréme pour une multi-
application constante égale au simplexe de R" dan§ DVORETZKY-WALD-
WOLFOWITZ, puis pour une multi-application constante égale & ﬁn convexe
compact de [R" dans BLACKWELL et dans KARLIN (avec une démonstration
non probante), puis KARLIN-STUDDEN.

On note K 1'ensemble des points extrémaux d'un convexe éom-
pact K . Etant donné une multi-application r »a valeurs convexes
compactes, on note d?* 1'ensemble des éléments f de ‘ﬁr' tels aque,

pour tout « , flw)e Mw).
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1.21 THEOREME.

Soit wu = (“'1’. aany up) une mesure vectorielle 3 valeurs
dans RP, sans atomes, sur () (%), Soit 'p.l = |11,1I taaat I,up’ -

Soit I' une multi-application de () dans les convexes compacts non

vides de R® scalairement Iul-intégrable. On pose, pour f € 'sr ,

Jfews=1(] fuy, aee, [ fuy) € (RM)P.

Alors l'ensemble {f fou | f e'Sr } est égal 3 {[ foulfe gr‘}

el" convexe compact non vide.

~Démonstration

Posons A = {[ foulfe -f’r\} et B={[f@ulfe 3’[—'-}.
Alors A est convexe compact non vide, d'apreés le lemme 15. On va
montrer que B est convexe. Pour cela soit f et ¢ appartenant a
fr" « Soit A 1la mesure vectorielle définie sur @ par

AZ) = fZ (g-f) ® p

Alors A est une mesure bornée.sans atomes. D'apreés le théoreme de
Ljapunov (cf. LINDENSTRAUSS . . Il y est énoncé dans le cas ou les

composantes )\-l sont positives, mais on peut se ramener a ce cas par

décomposition_ des )\-1 en parties positives et négatives) 1l'ensemble

{K(Z)I'Z.e @} est convexe. Donc tout barycentre de f feu =

1]

=>\(¢) +fo®u. et de [ g@u =AQ) +fo®u , est de la forme

A2z : R
( )+fo®u

1]

Or on a MZ)+fo®u _thQu avec

hlw) = glw) si we 2

flw) si w# Z, donc h e .

(%) Si 4 n'est pas bornée, on ne peut la définir sur une tribu, mais

on désignera bar 0L 1a tribu des ensembles I;J,I'-tﬁesurables.
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Comme en dimension finie un cnnvexe compact est 1l'enveloppe
convexe de ses points extrémaux, il suffit de montrer A CB .
Si & e & il existe une base (e';) de (RM)P
toece ' Lsbe i'1 <1 <np
telle que ¢ soit le maximum lexicographique de A pour l'ordre associé.

Soit f € nfp_ telle que & =‘f f® u . Soit Y € «fm(Q, & Iul) une

+ Pour w € 0 désignons par 2' (w)

densité de ) par rapport &’ lu
la forme lindaire sur R® , x» <e'j, (?1(w)x,..., Yp(w)x)>. Posons

I'yg=0 etpour 1<% <np

Tite) = {x e Iy_jta)|<z (@), x> = glz' (@), T_ (@)},

Les Fi sont scalairement mesurables d’aprés la proposition 9. On voit
par récurrgnce sur 1 que flw) € ['j(w) ||l —presque partout.

En effet si flw) € I'y_,(w). |ul-pep. et s'il était faux que

flw) € I'j{w) |l -popa, on aurait |

[ <z te), fle)> |ultde) < [z (o), Ty jte)) |ul(d) (¥,

En prenant g € Sri , on aurait
[<ery, o lul <[ <z, @ lul , et Vi<t
[eay, & lul = <2y, @ lul .
Il suffit de remarquer que [ <z'y, > |u| =<e';, [ £& >, pour

conclure que f f& u ne serait pas un maximum lexicographique.

On a donc flw) € rhp(aﬂ Iul_presque partout. On va montrer
que Iul_presque partout, rhp(w) est réduit a un point de [(w), et
cela terminera la démonstration, puisqu’alors £ € B.a Il suffit de

j{w) séparent les points de R".

montrer que Iulpresque partout les z'.
Or si x e R® , et si liun des ?k(w)_ est #0, on a

<z'1(w), x> = <ely, (?1(w) X, aan, ?b(w} x> # 0 pour un i .

(¥) Sur un ensemble de mesure > 0.
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Et pour Iul;presque tout w, 1l"un des Y (w) est £0 car

z |?k(aﬂ|'= 1 presque partout.
THEOREME.

Soit M = (K, aes, up) une mesure vectorielle & valeurs dans
RP , sans atomes, sur Q. Soit |u| = |u1| + ana + |up| . Soit E

un e.l.c.s. tel qu'il existe une suite (e',) dans E' séparant les

points de E . Soit [’ une multi-application de -} dans les convexes

compacts non vides de E scalairement lu|-intégrab1e. On pose, pour

fe :gr , [ feu-= f flLqs aney I f,LLp). Alors si l'ensemble

A={[ foulfe gr} (contenu a priori dans (E'*)P) est contenu dans

EP et compact, le sous-ensemble B = {f @ ulf € ff& est dense dans A.

REMARQUE.
Une condition suffisante pour que A soit contenu dans EP
et soit faiblement compact est donnée par le corollaire du th. 3 de

CASTAING<VALADIER [1].

Démonstration

—— e = e e s e e e e e

On reprend en partie la démqnstration du théoreme précédent.
Soit ¢ un maximum lexicographique de A » défini par une suite (x'))
de points de (E')P , que l’on suppose séparant les points de EP (on
va laisser les (x', ) fixes pour ‘n 2 1 et faire varier seulement
x'J). Soit f € Xr tel que ‘f fO@u= & . Avec les (x' ) au lieu
de (e';)y <i<np> oOn définit une suite de multi-applications rh
telle que flw) € (\r;(aﬂ |u|-presque partout et que, Iul-presque

partout, () I' (w) soit réduit a4 un point de [(w). Il en résulte

que ¢ € B .
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Quand x', parcourt (E')P, 1les points ¢ parcourent un
ensemble dont 1'enveloppe éonvexe fermée est A (cela résulte du
théoréme de Hahn-Banach et a déja été remarqué dans le n° 5). Il
suffit de montrer Que B est dense, faiblement, dans son enveloppe
convexe. Soit un barycentre ¢ = a; 51 +t oaae t a3y fn , ou

£ = [ f; ®u, avec f; € gf-. Soit y'4 ; sass ¥'p appartenant

a (E')P et £ >0 . On cherche 2 montrer.qu'il existe f € Sf‘ tel
qQue, V.j, |<y'j, E- [ rf @ul < € , et on va méme obtenir

.<Y'j, E- [ f8u>=0. En effet soit 1a mesure vectorielle A\ ,

définie sur @ et a valeurs dans RM , donnée par

MZ) =y e .
n
1 j m

INN
S
INIA

Remarquons que cela a un sens, et que les Kij sont bornées,

puisque les f; sont scalairement Iul_intégrables. De plus les kij

sont sans atomes car elles sont absolument continues par rapport &

Iu . Posons |KI =z lxij]. Soit Zn le simplexe de &P, et notons
également Zn la multi-application conétante. Cette multi-application
est’scaiairement |K|-intégrable (puisque |K| est bornée). On peut
appliquer le théoréme précédent & Zn et a A . Soit h € iz définie

o o n
pap,nv i, V'w,’ hi(w) = 2; . Alors il existe h' € Si telle que
Jhnex=[hner. ona(fnel; ;= her; ;=2 &
Posons flw) = 2 h';(w) f;(w). Alors f e‘sﬁ . De plus
<y'j, [ feu = %.f <y'j, h'ify &>, et comme [ <y'j, h' fy @ u}.=
= ([ W e K)i,i,j » on a: <Y'j,.f fou> = % a; <v'y, €1 = <Y'ys &>,

ce que nous avions annconcé.
Bibligﬁz&gﬁiﬁ. D'autres extensions, en dimension infinie, ont été pro-
posées par CASTAING [1] et KINGMAN_ROBERTSON.

Cf. également IOFFE-TIHOMITOV (prop. 1.3 p. 71) et UHL.
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§ 6. EXTENSION DU THEOREME DE LEBESGUE-NIKODYM.

1.23 Le résultat de ce paragraphe (VALADIER [1]) a été étabri
indépendamment par G. Debreu et D. Schmeidler, qui utilisent un théoréme

de Lebesgue-Nikodym vectoriel de RIEFFEL (cf. DEBREU-SCHMEIDLER).

Pour le théoreme de Lebesgue-Nikodym classique, ROURBAKI [9]
se reméne a un compact., Ici, nous nous restreignons a des mesures
bornées. Le passage a d'autres cas (par exemple mesure défini sur un
localément compact, ou sur un clan de parties d’un'ensemble) serait

facile.

THEOREME.

Soit (£, @, x) un espace mesuré, avec i 2 O bornée, et Qo -

p—compléte. Soit M une multi-application de (& dans les convexes

compacts non vides de R" (ou de Em muni de la topologie produit).

1) On suppose a) ou bien M est o-additive et

w(z) =0 == M(2Z) = {0} , b) ou bien M est additive et

y x' € (RP)' (32_'x' e (R X R(N)), NE>0o, q7n >0 tel que

n(2) <m entraine ‘f(x” M(Z)) £ & (en dimension finie il est équi-

valent de supposer Y& >0, 97 >0 tel que ul(Z2) <7 et

X € M(2) entraine ”x”“< £ ).

Alors il existe une multi.application [' de ( dans les

convexes compacts non vides de R" (ou Bm) scalairement u-intégrable,

telle que M(2) =~£ Ma wldw) (%),

(%) C'est 1'ensemble AZ de la notation 16 que l‘on note ainsi, car

il est contenu dans R (ou R”) (remarquer que (ﬁm)'* = ﬁm).
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2) Si _on ne se donne pas u , mais seulement M o-additive

.sur @., il erxiste une mesure bornée positive sur t, v, telle que

v(2) = O entraine M(2) = {0} .

Démonstration

1) Pour tout x' et Z € @ posons my.(2Z) = w(x', M(Z))

Avec 1l'hypothése a), m est une mesure & valeurs dans R , donc

-
bornée (cf. NEVEU), et absolument continue par rapport & u . Passons
2 1'hypothese b). On remargue que bq(x", M(2)) 2 - 4(-x', M(Z)), d'on
glx', M(2)) 2 =& pour u(Z) assez petit. Donc VE>O0, 37 >0 tel
que |m,(2)]" < & si wl(2) <7 . Lacontinuité séquentielle (cf.

NEVEU) de m en résulte, et 14 encore, my ., est une mesure bornée

x'
absolument continue par rapport 4 u . L'équivalence signalée entre

parenthéses résulte du fait que si x € M(Z) on a

”"” < leSlilpSn (gle'y, M(Z)), ¢l-e';, M(Z))), ou (e';) est une

base de (RM)' et k une constante.

Remarquons que l'on a les propriétés de sous-linéarité

m < My +my' (1) et ““}\x' =)\mx' (A 20) (2). Soit

Xl+y’ -—

\[J};, e L1 (Q, G, 1) 1la densité de m par rapport & u . Les o,

xl
vérifient les relations (1) et (2). Supposons que l'on ait trouvé
des ?x’ € gi"l(Q,G;, ) représentants des Y . , vérifiant (1) et

(2) pour tout w . Alors x' = Y..(w) est la fonction d'appul d'un

convexe compact non vide I(w). La multi-application ' est scalaire-

ment pu-intégrable, et Yzeq, '[Z ["u = M(2). Montrons 1'existence

des ‘g[x. . Plagons-nous dans le cas de ®/Y, soit (e',) 1la base canoni-

que de RN, et soit £ =lZ z;n (Ilpe'l’l! + !¢'-e'ng ) (*)
n €N ﬁ¢e' a‘p_e,

-

4 il
nfy ni 1

() Cela se simplifie de fagon évidente dans le cas de RM.



 S.C.S. en t

- 49 -

De par ce choix pour tout x' il existe k 2 O tel que |¢rf < kf.
Soit f' € L0, @, w) un représentant de f. Posons pour n € [N,

Qn = {wln < f'(w) < n+l}. Sur chaque Qn les ¢x’ sont essentielle-

ment bornées. Cn obtient les Ty;, en appliquant le théoreme de rele-

® (cf. MEYER p. 155) sur chaque (. , et en recollant

vement de L n

les morceauxXa.

2) I1 suffit de prendre une mesure v bornée positive telle

que toutes les mesures m et m soient absolument continues

—e'

[
€' n n

par rapport a v .

REMARGUE.

CASTAING a $tabli ([8] et [8]) des résultats du méme type
dans les eil.c.s. I1 faut des hypothéses supplémentaires. Dans le cas
le plus simple on trouve que [(w) est contenu dans un compact fixe,

par une application immédiate du théoréme de relévement de L® .

§ 7. CONTINUITE DES MUDTI-APPLICATIONS.

Rappelons le lemme suivant di & CASTAING (pour une démonstration
cf. VALADIER [3] p. 4).
LEMME,

Soit T un espace topologique et [ une multi-application

rmnceniyxs

de T dans les convexes compacts d'un e.l.c.s. E, Pour gue [ soit

o bour la topologie affaiblie, il faut et il suffit que,

pour tout x' € E', ¥Nx’; "(t)) soit S.C.S.  en by -
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1.25 LEMME.

Soit T un espace topologique, E un'e.l.g“., K un compgg_}__

de E, et [' une multi-application de T dans les convexes compacts

"de K . Pour que [' soit S.C.I. en ty s 11 faut et il suffit que,

pour tout x' € E', tp(x', I'(.)) soit SCI_en t,.

‘Le cas [T ty) = ¢ étant trivial, supposons Fity) # ¢ .

1) Supposons [ SCI en ty, » Soit x' € E' et €>0 . Alors

{x ¢ E |- <x', x> > gix', Ttg)) - €} est un ouvert rencontrant [ ty)e
I1 rencontre donc [(t) pour tout t dans un voisinage de t, - Et

cela entra‘i’ne \f(x', es)) > @ix', F(to)) - £ .

2) Supposons les \?('x',-l—'(.)) SCI:. Soit U‘b un ouvert de AK rencon-
trant [ t_.o). Sans restreihdre la généralité on peut supposer que
0el(t)) N ﬁ. Soif. V un voisinage convexe de .0 dans E tel que
VAKC U.v I1 suffit de montrer qu'il est absurde de supposer 1'exis-
tence d'une s.uite généralisée (t;); . 1 convergeant vers t, et telle
Que l'"(_t-l)f\ V=¢, ¥Yi. En effet, si cela est, soit, pour chaque

i eI, x'. € E" tel que <x', x>$1’Vx6V et <x'1, x> 21,

1 1’

Vxel(t;). cela implique (-x'y, [(t;)) £ -1 . sSoit x' une-

valeur d'adhérence de (x',) dans V° pour la topologie de la conver-

i
gence compacte (topologie pour laquelle V° est compact). Comme

0 e I' to'),‘ on a %’(_x', I to)) > O. Par avilleurs si x'y esf assez
voisin de x', on a (p(-x', 2) < q(-x’i, 2) + % pour toute partie
convexe compacte 2 de K . Par suite yi,lﬂj > i tel que

Yi-x, I tJ-)) < - % ce qui contredit le fait que LP(-X', 'c. )

soit SCI en to‘
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COROLLAIRE.

Soit T un espace topologique localement compact ou métrisable

E un e.l.c.s. et [ une multi_application de T dans les convexes

compacts de E, telle que pour tout x' € E', wix', M.)) soit

continue.. Alors ' est SCS et SCI pour o(E, E') et m2me pour la

topoiogie initiale si E est un espace de Montel.

Démonstration :

D'aprés 1l'hypothése sur T on peut»se festfe{ndre aux parties
compactes dé T (si T est métrisable i1 suffit de considérer des
parties'_{%, tn l'n €N } on tn'~v€ )a On peﬁ£ donc supposer T
compact. Dfap:es le lemme 24 F(Tf = ; %)T iF(t) est o(E, E') com—
pact et on peut appliquer le lemme 25. Si E est de Montel, I(T)
est qutement compact. Le lemme 25 donne la SCI pour la topologie forte,

et comme [ est de graphe fermé, [ est fortement SCS.

COROLLAIRE.

Soit T un espace topologique et [ une multi-application

de T ,dans les convexes compacts de [R" telle gque pour tout  x' € (R) ",

@ (x', I"(+)) soit continue. Alors [' est catinue.

Démonstration
Soit t, € T . Soit (e';) une base de (R®)', Soit V un voisi-
nage de t, tel que les ple'y, N'.)) et Pl-e'y, [M(.)) soient

bornées sur V. Alors U {r(t)l't Y } est borné et les arguments
sont les m@mes que dans le corollaire 26 (dans le cas d'un espace de

Montel.)
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CHAPITRE II

SOUS~DIFFERENTIELS DE CERTAINES FONCTIONS CONVEXES

§ 1. FONCTIONS CONVEXES A VALEUR DANS UN ESPACE VECTORIEL ORDONNE,

Dans ce chapitre E désigne un espace vectoriel réel, C un
convexe de E et x5 un point de C .
Soit F un espace vectoriel ordonné. On note < l'ordre, et

F 1’ensemble des'éléments 2 0. On sait que x 2 y équivaut a

+

X-y € F# , et que F; est un cbne convexe pointé saillant (i.e.

F (2R, = {o}).

DEFINITION.

On dit qu'une fonction f : C— F est convexe si

¥ aelo, 1], ¥x, ye C, on a

flax + (1-aly) £ a fix) + (1-a) fly).

On dit que p : E— F est positivement homogene si quels que

soient x € E et A e R_, p(Ax) = Ap(x). On dit que p est sous-
additive si, quels que soient x et y, pl(x+y) £ p(x) + p(y). On

dit que p.  est sous-linéaire si elle est positivement homogéne et sous-

additive ; elle est alors convexe.
On se propose d'étudier la sous.différentiabilité des fonctions

convexes (probléme déja abordé par RAFFIN)

Les propriétés des fonctions convexes d'unevariable réelle
jouent un rdle fondamental. On a la propriété suivante (classique pour

les fonctions numériques, et dont la démonstration est identique).
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o voilivriontiouliniy

Soit I un intervalle de R, iy : I - F une fonction convexe

GIN) = ¢(A
e I. Alors, sur I - {\;}, 1la fonction A+ lme“w;}Mfﬂ*,

et A .
N

[o}

est croissante.

memine st et - ey

On appelle sous-gradient de f en x,, toute application

linéaire T : E — F (continue, si E et F sont des e.v.t.) telle

que T (x-x,) < f(x) - fixq4), pour tout x € C . L'ensemblg des sous-

gradients est appelé sous-différentiel, et noté 9If(x ).

DEFINITION.,

Si dans F toute suite croissante majorée 2 une borne supé-

rieure, et si C - x, est absorbant dans E’WQE,?EEE“gf'(xo’ h) (pour

tout h € E) 1'élément.de F défini par
flx,+Ah) - fixg)
A

inf { | X >0, x,#\h € C}.

REMARQUE,
Par symétrie toute suite décroissante et minorée a une borne

inférieure. Pour définir f'(x,, h) il suffit de prendre la borne

f(xoﬂknh) - f(xo)
An

tendant vers O telle que A > O et x, +A, h € C. Cette borne

inférieure de { } ou A, est une suite décroissante

inférieure existe car on obtient, d'aprés‘la proposition 1, une suite
. f(xo) - f(xo.uh)
décroissante et minorée (par exemple par pour un
M

u > 0 suffisamment petit pour que X, - 4 h € C).

PROPOSITION.

Sous les hypothéses de la défini@iop.Préc¢Qente }a fonction

h= f'(x,, h) est sous-linéaire.
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Démonstration

Elle est évidemment positivement homogéne. Montrons la sous-
additivité. Soit (M) une suite décroissante, de nombres > O, tendant

vers O et telle que KO soit assez petit pour que x, + 2 Ao h, et

X5 + 2Aghy € C (ce qui entratne x, + Xo(h1+h2) € C)« On a

flx +A (hy+hy)) - flxg) < flxg+2A hy) - flxg) . f(xo+zknh2) - flxg)
A ' A 2 n

n n

Désignons par a, ‘et bn les deux derniers termes. Les suites (an)

et (b ) sont décroissantes et minorées. On a trivialement

n

inf (a2 +b ) = inf (a +b ). D'aprés BOURBAKI [3] (ch. VI § 1 n° 8
n

n,m
prop. 6 p. 12) inf (a +b,) = inf a  + inf b, .Par suite
n,m
f'(x5, hy+hy) € inf (a +b)) = inf 2y + inf by = £'0x,, hy)+ £'(x5, hyl.
PROPOSITION.

Sous les hypothéses de la définition 3, pour qu'une application

linéaire T : E—~ F soit un sous—gradient en x, il faut et il suffit.

que T(h) < f'(xo, h) pour tout h € E.

Démonstration

1) Supposons T(h) £ f'(xy, h), pour tout h . Soit x € C.
Alors T(x-x,) < f'ixg, x-x,) £ f(x) - f(x,). DLa derniére inégalité

résulte de la définition de f' (x5, «)a

2) Soit T un sous-gradient. Soit h € E. Pour tout A > O,

assez petit pour que x, + A h € C, on a T(Ah) £ f(xg +Ah) - f(x,),
f(xO+Xh) - fx,)

d'ov T(h) £
a ) .

, et T(h) £ ff(xo, h).

Rappelons une définition (cf. PERESSINI p. 61).
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DEFINITION,

Un espace vector;el topologique ordonné, F , est dit normal

s'il existe un systéme fondamental de voisinagdes de O, %{, tel que

Ve, xeV, yeV = [x, yJC V (on note [x, y] l'intervalle

au sens de l'ordre d'extrémités x et y : {z|x <z <yl

Rappelons aussi qu'on appelle treillis vectoriel complet (ou
selon BOURBAKI (8], ch. 2 § 1 n° 3, espace de Riesz completement
réticulé) un espace vectoriel ordonné filtrant ou teocute partie non vide

majorée a une borne supérieure.

THEOREME.

Si E est un e.vat. et F un e.v.ti, ordonné normal qui soit

o

un treillis vectoriel complet, si X, € C et si f est continue en X,

alors le sous-di fférentiel "algebrique"” (*¥) - esy ident ique au éous-

différentiel topologdique af(xo), et c'est une partie convexe non vide

équicontinue de 5$ (E, F) « De plus on a la formule

£'(x,, h) = max {T(h)|T € 3f(x,)}.

Démonstration :

I1 est évident que 3f(xo) est convexe. Les voisinages de O
dans F, V, tels que x, y € V = [x, y]-<;.v ‘et symétriques for-
ment un systéme fondamental de voisinagéé. Soit V un tel voisinége.
Soit U un voisinage symétrique de O dans E tel que Xy * ucgCece
et que x - X, € U = f(x) - f(xo) € V. Alors si T eét un sous-

gradient "algébrique”, et si h e U, on a T(h) £ f(x,+h) - flx,),

et T(fh) < flx,-h) - f(xj), d'ou T(h) 2 flx) - f(xo-h). Il en

t*; Cég?t—é—dire qu'on oublie les structures topologiques de E et F.
cf. .
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résulte T(h) € [f(x,) - flx,-h), flx,+h) - f(x,)]-C V. Cela prouve

que les sous-gradients "algébrigues” sont continus et méme forment une
partie équicontinue. Etablissons la formule. D'aprés la prop. 4 il reste

a montrer que pour h fixé il existe T € Bf(xo) tel que

T(h) = f'(x,, h). Or soit T, 1'application linéaire de (Rh dans F

définie par To(Kh) = Af'(x,, h) pour tout A € R. On a TO(Xh)'S f'(xg,Ah}
quel que soit le signe de A , car f'(xg, -h) 2 —f'(xg, h). D'aprés

le théoreme de Hahn-Bgnach analytiqﬁe étendp aux treillis vectoriels
.complets (cf. PERESSINI ‘p. 78), TO se prolonge'é E en gardant la

majoration par f'(xo, .), ce qui, grice a la prop. 4, fournit un sous-

gradient ayant la propriété désirée.

COROLLAIRE.

Sous les hypotheéses du théoréme

1) si F est localement convexe et semi-réflexif, of(x,)

est relativement compact dans .i;(E, Fo) (Fg désigne F muni de

o(F, F')),

2) si de plus F_

est fermé, Bf(xo) est compact dans

QZ(E, F,) et, quel que soit y' € F', (cbne positif de F'), on a

y'(af(xo)) = 9(y' o f) (x5) (cette propriété est considérée par

RAFFIN 2e partie p. 8).

Démonstration :

1) Comme df(x,) est équicontinue, pour tout x € E, 1'ensemble
{T(x)IT € Bf(xo)} est borné, donc. faiblement relativement compact puis-
que F est semi-réflexif. La conclusion résulte du coroll. de la prop.
4 du ch. III § 3 n° 5 de BOURBAKI [7]' (c'est une conséquence facile

du théoreme d'Ascoli).
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2) si F_, est fermé, d'aprés la prop. 4,

N {r e F(E F)|T(h) € £ (x, h
L (e & /{T(h) (x5, h)}

Bf(xo)

I {r e diE BT e £1ixg, ) - B,

donc af(xo) est fermé dans cé;(E, Fa)’ donc compact. Montrons la
derniére assertion. Soit y' € F',. Comme‘l'application T~ y' ofTf
est continue de £ (E, F,) dens E'g (i.e. E' muni de o(E', E)),
y’(af(xo)) est compact. Il est aussi convexe et trivialement contenu
dans Od(y' o f) (%5). Soit h € E. On sait que le maximum de <., h>
sur Oly' o f) (xo) esﬁ (y' of)! (xo, h). On va montrer qu'il existe

T € af(xo) tel que <y' o T, h> = (y' o f)°' (X, h)s D'apres

'Hahn_Banach cela établira 1'égalité y'(9f(x5)) = 9y’ o f) (x5). Il

existe, d'aprés le théoreme, T € af(xo) tel que T(h) = f'(x,, h).

Ona <y" o T, h> = <y', T(h)> = <y', f'(xo, h)>
flxoph) - fixg)
. Ay
est une suite‘décroissante tendant vers O de nombres > O,

i

A
<
=
=}
H

telle que x, +A_ h € C. D'aprés PERESSINI (p. 91-92) la suite
f(xo+Knh) - f(xd)

)\n

comme y' est continue et positive :

converge dans F vers sa borne inférieure. Donc,

f(xo+Knh) - f(xo)
A

n

<y' o T, h> = inf <y', = (y' of)" (x5, h)a

La proposition suivante sera utilisée dans la démonstration

du th. 7.

PROPOSITION.

Si E est un e.v.t. et F un e.v.t ordonné ou les intervalles

——iamnass

[x, y]- sont bornés pour la topologie, et si f est majorée au voisi-

o -]
nage d'un point de C , alors f est continue sur C.




Démonstration

I1 suffit de reprendre celle donnée, dans le cas F =R ,
par BOURBAKI [6] (ch. II § 2 m° 10 prop. 21 p. 60), en tenant
compte du fait que un intervalle [-z, z] (z 2 0) est absorbé par

tout voisimage de O dans F .

THEOREME,

Soit E un e.v.t. et F un e.l.c.s. ordonné ou F_ est

fermé On suppose que dans F tout intervalle [x, y] est borné pour

la topologie, et que toute suite (x,) _croissante majorée admet une

borne supérieuré z et converge vers Z (ces hypothéses sont réalisées

‘51 F est localement convexe, nérmal‘et faiblement séquentiellement

complet cf. PERESSINI coroll. 3.5 et prop. 3.4 p. 91-92). Si f

o

est majorée au voisinage d'un point x_. € C , il existe un voisinage
S| 0

V Jde O contenu dans C - x. tel que U {3f(x)|x e x,+V} soit

o

équicontinue, et que, si 'F est semi-réflexif, la multi-application

x ~ 9f(x) soit a valeurs compactes et SCS de xo+V dans ;fZ(E, E;).

Démonstration

' °
Soit U wun voisinage de O symétrique contenu dans C - Xq

tel que f soit majorée par z € F sur Xy * U. L'abord montrons

que si x = X, + h € X * U ona f(x) =22 f(xo) - Za

_En effet f(x) < & flx +h) + & f(x, - h)
1

< & flx) + § (2) Jd'ou 1'inégalité.
Soit V un voisinage symétrique de O tel que V + V U .

Soit x € xj + V, T € o0f(x) et h € V. Comme x et x + h appar-

tiennent a X, + U, on a

h) € fx+h) - £lx) € 2 - 2f(x,) + z = 22 — 2f(x,) et

T(h) = — T(=h) 2 f(x) - f(x=h) 2 2f(x0) -2 - 2 = zf(xo) - 2 2 a
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L'ensemble B = [2f(x°) - 22 , 22 - 2f(xo)] est borné. Si W est
un voisinage de O dans F il existe € > O +tel que & B W . Alors

+ V, et tout T € 9f(x).

si he £V, on a. T(h) € W, pour tout x € Xq

Cela prouve qué U {af(x)lx € x_ + V} est équicontinu. Montrons

[e}

maintenant que x = Of(x) est SCS. Pour cela il suffit de montrer (%)

qu'elle est de graphe fermé. Le graphe est

{{x, T)|x € xo+V, T € (B, F), T(h) < f'(x, h), ¥ h € E}

{(x, T)| <z', T(h)> < <z', f'(x, h)>, ¥ hekE Vz' € F}

i

{(x, T)] <z', f'(x, h)>=1<z', T(h)> 20, Yh, ¥Vz' e F' }.
Il suffit donc de montrer que les fonctions

x + <z', f'(x, h)> sont SCS sur x, +V (Y h eE Yz €PF,).

Soit (Kn) une suite décroissante tendant vers O, > 0, telle que

f{x+\_h)-f(x)
Ajh € V pour tout n . On a <z', f'(x, h)> = <z', inf ?K > .
' : n

: n

D'apreés 1'hypothése sur F
f(x+th)'- f(x)

<z', f'(x, h)> = inf <z', >
' n A
n
D'aprés la prop. 6 les fonctions x*» <z', f(x+Knh) - filx)> sont
continues sur x, + V . C. Q. F.D.

REMARQUES.
1) Si E et F sont localement convexe séparés le dual de
J;(E, F) s'identifie &8 E ® F'. On ne sait calculer la fonction d4'appui

-de 9f(x) que pour des tenseurs décomposables h ® z' ou z' € F' .

2) La démonstration de 1'équicontinuité de L){Bf(x)|x € xo+V}

semble nouvelle méme dans le cas F = R (cf. MOREAU prop.11l e Pa 79)a -

(%) Compte tenu du fait qu'une partie fquicontinue de qu(E, Fo) est
relativement compacte et de BERGE.
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3) Les espaces LP (1 < p <®) ordonnés par la relation

“f £ ¢ presque partout” sont des treillis vectoriels complets, normaur

et fatbhlement sfquentiellement comnlets. Porur n > 1 ils sont r3fleyvi ‘s,

§ 2. SOUS-DIFFERENTIABILITE AU SENS DE FRECHET.

On revient aux fonctions numériquesa.’

Le lemme suivant est inspiré de GROTHENDIECK (ch. 2 n° 14 p.98).

LEMME.

Soit B un convexe symétrique d'un e.v.ts E, p : E—- R une

fonctlon sous-linéaire (*) , scs en © sur B . Alors p est unifor-

mément continue sur B .

Démonstration :

Quels que soient x et y appartenant 2 B, on a

|p(x) - p(y)l's sup(p(x-y), ply-x)). Or p est SCS en O sur 2B,

donc 11 existe un voisinage symétrique de O dans E, V, tel que

z € VN 2B entraine plz) < £ (&> 0 étant donné). Alors si x -y € V

et x et y appartiennent 34 B, on a ]P(x) -ply)| <&

On désigne maintenant par f une fonction numérique convexe

sur E, finle en x4.

PROPOSITION.

Soit E un espace de Banach et B sa boule unité. Supposons

(%) Cf. MEYER p. 270 (11 semble que pour BOURBAKI [6]- p. 61, une fonction
sous-linéaire est 0) .
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qu'il existe une topologie T? d'e.vat. sur E pour laquelle B soit

(o]

compacte et f SCS _sur une boule de centre x (de rayon > O).

Alors on a, pour h # O g

flx, + h) = f(x)) + £'(x,, h) + &(n) |nil ,

~

avec €(h) =0 guand |lnf-o0.

Démonstration

Remarquons gque si Xg + AB (A > 0) est une boule sur laquelle
f est Eiscs, il existe en particulier un voisinage symétrique de O
pour %f , V., - tel que f soit majorée sur Xy + (ABN V). Alors

f est finie sur x5, + (ABf V) (car on a f(x +z) 2 2f(x,)-f(x,-2) > - @),

o
Il s'ensuit que f'(xo, h) est fini pour tout h ; et d'apres le
lemme 8 1la fonction f'(x,, «), majorée par f(x +.) - fix ) est

€.contirue sur tout boule. Définissons pour n 2 1 1la fonction ¥n

sur B , en posant si y € B
L;’n(y) = n [f(xo f%) - flx,) - £'{xg, % )]
Pour n assez grand (pour n 2 -% ) Yn est &-SCS sur B.

On va.appliquer le théoréme de Dini. On a Y (y) 20, et les ¢,
décroissent ; de plus P (y) < &({) si y #0 et g(0) =0

(tout cela découle des propriétés des fonctions convexes d'une variable
réelle). Comme, pour 'y fixé, E:L%) =0 quand n ~ ® , les \p,

tendent simplement vers O en décroissant, et le théoreme de Dini

implique que la convergence est uniforme sur B . Or si 0O < ”fﬂl < % s
on a & (h) £ & (__ﬁ__) = ?% (—3L1~) d'ou la proposition.

ol nll lInl!
REMARQUE.

1) En dimension finie on peut utiliser le théoréeme de Dini sur

la sphére unité, ce qui est & la fois plus simple et plus naturel.
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2) Si on suppose seulement E normé sa boule unité €tant
iicompécte, la toéologie &gest moins fine que la topologie de la
Anorme, et 11 résulte de BOURBAKI [4] (ch. 2§ 3 n° 3 coroll..de la
prop. 7 Pa. 210) que B est complete pour la norme, donc que E est

un Banach.

3) La proposition 9 va plus loin que la dimension finie. Par
~exemple si E est un Hilbert et A un opérateur hermitien pcsitif
compact, la fonction x+ (Axlx) vérifie les hypothéses, avec pour €

la topologie faible.

4) Volici un exemple qui montre que la formule de la proposition

est fausse s1 f n'est pas suffisamment "plate". Soit E = L2 et
s 1+ )
fix) = sup {||x]|2, |xn| N |n =21} . alorsona f(x) £1 si
||x|| £1 et flx) = ||x”2 si ”x|} 2 1. Donc f est continuea
En O 1la formule est fausse car f'(0, h) =0, pour tout h, mais
pour h =17 e, (le;) <tant la base orthonormale), on a
f(h) - £f(0) - £'(0, h) fln e,) &
£(h) = SRk e e L

lInl} |l

Et ce nombre tend vers 4 (pour 7 # O) quand n — @,

¢® 8 . SOUS-DIFFERENTIEL D'UNE SOMME CONTINUE.DE FONCTIONS CONVEXES.

On va donner un théoréme de représentation intégrale pour les
sous-gradients d'une fonction convexe définie par‘uﬁe intégrale. On
pourra utiliser le th. 1.19 (théoréme de Strassen) grace au lemme
sulvant (qui est en fait une propriété des fonctions d'une variable

 réelle).
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LEMME.

Soit (Q, &, i) un espace mesuré, avec u 20, et

(fw)w e () une famille de fonctions convexes sur un espace vectoriel

réel E, _telle que pour tout x € E, w®~ fw(x) soit mesurable. On

suppose qu'il existe un ensemble V tel que V - ¥ soit absorbant,

o)
et que w®+ f (x) appartienne 2 °£1 pour tout x dans V (%)

A:Alors fix) = f folx) puldw) a un sens et appartient a ]-®, © pour
tout x dans E,, et f est convexe ; de plus w® f'w(xo, h)

appartient 3 &1 pour tout h € E, et f'(xg,,h) =ff'w(xo,h) wide) .

Démonstration

Si x££V on apourun a €]O, 1[ , ax +(1-a)x € V.
On a (1-a) folx) 2 fw( ax, + (l-a)x) - afulx,), ce qui prouve que
w® f,(x) est minorée par une fonction intégrable. Donc f a un sens

et f(x) > -®, La convexité de f est évidente. Soit h € E. Soit

N > p assez petit pour que x5 + [-A, A] h CV.

Pour a € JO, \] ona, 7 ow:
fl%x5) = fw(xb-)\h) < f (xg+ah) - £ (x,) < fw(xo+>\h) - fw( Xg)
A ' a A

Si (an) est une suite dans ]O, A], tendant vers O , on peut appli-
, f (x +a h)-f (x.)

quer le théoreme de Lebesgue a 1'intégrale [ 2-C D ©L O u(dw)

. _ . a

flx +a h)-f(x,) n

qui est égale 2 I » Il en résulte que x*= f' (%, h)

an
est intégrable, et que f'(xo, h) = f f'w(xo, h) pu(dw). -

THEOREME,

Sous les hypothéses du lemme précédent, si E est un e.v.t.,

si les fonctions f,, et f sont continues en x, et s'il existe

(%) Lienveloppe convexe de V, qui est un voisinage de x_ pour la topo-
logie localement convexe la plus fine, a la méme proprié%é.
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une suite dans E séparant les points de E', alors x' € Bf(xo)

éaquivaut 3 : i1 existe une section scalairement mesurable, o , de

la multi-application w ™ 9f, (xo) _telle que x' = f‘a(aﬂ wl dw)

REMARQUE.

Le dual de E' faible s'identifie a4 un quotient de E (d'apres
BOURBAKI (6] ch. II § 6 n° 2 prop. 3, p. 91) , mais il n'y a aucun
inconvénient a4 utiliser E luifméme, au lieu de ce qﬁotient,-pour

la dualité et les fonctions d'appui de parties de E'.

Démohstration :

“Par hypothese leé ensembles Bfajxof et af(xo) sont faible-
mént compacts. La multi-application w‘% afw(xo) est scalairement
lntégfabie et on peut appliquer le théoréme 1.19. D'aprés le théoreme
5 (%) 1es fonctions d'appui de 3ﬂ”(xo) et 3f(xo) sont données par
les dérivées directionpelles de fw_ et f. L'ensemble An du théoréme
1.19 , a priori contenu dans g' (complété faible de E'), est identique

a Bf(xo) car i1 a m2me fonction d'appui (c'aprés le lemme 10). Le

théoréme en résulte.

REMARQUES.

1) Ce résultat est énoncé par GOL'STEIN (th. 7) sous des
hybothéses plus restricétives. (En effet, pour Gol'stein E est un
Banach séparable, (! est un espace topologique séparé ; @ sa tribu
borélienne, o1 une mesure Bornée et 1'application (w,‘x) = f(x)

a des propriétés de continuité plus‘fortes que nos hypothéses). I1 a

été démontré par LEVIN dans le cas d'un Banach séparable.

(*) Le théoreme 5 est tout a fait classique pour les fonctions numériques
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2) Pour la somme de deux fonctions, ce résultat, assez trivial
si les deux fonctions sont continues, est vrai si une seule des deux
fonctions est continue en un point et 1'autre SCI sur E, et cela sans

2

hypothése de séparabilité (MOREAU ¢ 10 d p. 62)

$ 4. SOUS-DIFFERENTIEL D'UNE BORNE SUPERIEURE DE FONCTIONS CONVEXES.

On note 7y 1'enveloppe convexe fermée.

THEOREME.

Soit E un e.v.t. et (f,)

) a € A une famille de fonctions

convexes sur K., Soit f = sup fa . On suppose f finie et continue

en x, . Désignons pour m € R, , par Ay Lllensemble

{a € Affa(xo) 2 flxgy) - n}. Soit U un systeme fondamental de voisi-
nages de O. Alors (E' é&tant muni de G(E(,.E)), on a :

of(x,) = f:% '7{Bfa(x)|u € Ap, x € x,+V}a
\61// ) :
REMARQUE.
Comme f est majdrée sur un voisinage de X,; toutes les fa
(méme si fa(xo) = - @), sont continues dans un‘voisinage ouvert de
X, indépendant de a . La valeur de 3fa(x) lorsque qu(x) = ® ou -®

peut €tre choisie de fagon arbitraire.

Démonstration :

Pour montrer 1'égalité des deux membres, qui sont des convexes
fermés, il suffit de montrer que les demi-espaces fermés qui les contien-
nent sont les mémes. En vertu du théoréme 5 et de la remarque 11 cela

va s'exprimer avec les dérivées directionnelles.
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1) Montrons 1'inclusion de gauche a droite, ou encore que

Yn>0 et ¥Vel, 03flx,) cH{ 3fy(x)]a ca x € xg + V).

n’ o

Pour cela on va montrer que pour 7 et V donnés,‘ h € E et €>0
il existe a € An et x € xo+V tels que f'a(x,h) 2 c'(xo’h) - €.

Seit k e ]Jo 1) assez petit pour que k h € V et que

flx, + 2vh) - f(x,)

< flixg n) + 1 (1)
2k 4

Soit x = x, + ¥h . Prenons a tel que

o

flx) - f (x) < .72} (2)

et f(x) - falx) £ kE R : (3)
Posons xi = X, + 2kh. De (1) résulte

folx) £ f(IXO) + 2kf'(x,, h) +127. (on a f, (x;) < flx;) et ¥ < 1)
et de (2) fulx) 3 flxg) + kf'(x,,h) -2 .

En reéortant ées inégalités dans la relation
fa(xo) 2 2fd(x) - fa(xl), o trouve fa(xO) 2 f(xo) -m, ce qui:

signifie a € A Alors en utilisant (3) on obtient

7 -
falx) - £,(x.) fa(x) - flxg) > f(x) - flxg)

fr.x, h) 2 & 2 - €2 £'(x,h) - &

a k . 1 k

2) Pour montrer 1'inclusion de drecite & gauche, il suffit de
montrer que pour tout £ > O, il existe 7 >0 et V € U tels que
sup{f'a(x, h)|a € Ay, X € Xp+ V} € f'(%xo, h) + &€ . Soit Vo un
voisinage symétrique de O et M e R, tels que f soit majorée par

= x_+kh

M sur x_+ Vo -~ Soit k > 0 tel gque f soit continue en X4y o

o
f(xl) - f(xo)

k

et que £ f'(%g, h) + g -
. s . kg . s s .
Soit. & = z - Soit V; un voisinage de O tel que f soit
majorée par f(xl) + ¢ sur X, + Vy . " Soit m>0 et p >0 (les

choisir dans cet ordre) tels que 7 + p(M - f(x,) + n) < & . De par
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ce choix si x-x € pV. et a € A on a fulx) 2 fixy) - £ .

(o} o) n
R X - X4 1 ye)
En effet, posons y = x, - ———— . Alors on a Xy = — X + —— y
p 1+p 1+p

et y € xo+Vo.
On a donc f (y) £ M, et on a aussi f (x;) 2 f(x5) -7 .
En reportant ces deux inégalités dans f (x) 2 (1+p) £ (x,) - p f,(¥)

. oy . 1
(qQui résulte de 1'inégalité de convexité fa(xo)si—;;) folx) + 1_%.0 foly))

on obtient bien fa(x) 2 f(x,) - £ . Alors soit V € U contenu dans
pVsN YV, < Siace A, et x € x,+V, on a encore falx) 2 f(xg) - &,
et on a aussi x + kh = Xy + kh + (x-xo) € xq + Vl , donc

falx+kh) < f(xq) + £ . Finalement

folx+kh) - f,(x) < flxq) - fix,) + 2&
k ' k

£'.0%, h) <

< f’(xo, h) +§2- +§_§= f'(xo, h) + £

REMARQUES.

1) Le fait qu'interviennent d'autres a que ceux pour lesquels
folxy) = f(x,) n'est pas.étonnant (il se peut méme que f,(x,) < f(x,)

pour tout a ).

2) Pouzf ce qui est des x autres que Xg» voici un exemple
E=R, A=1]1, 2], £ (x) = | x| 2 . Alors pour X, = 0, 9fy(0) = {0},
mais f(x) = |x| si x e [-1, 1], de sorte que 3f(0) = [-1, 1].

Cela montre que le th. 2 de LEVIN est faux.

2.14 Les deux théorémes suivants donnent un cas important ou la

formule se simplifie.

THEOREME.

Sous les hypothéses du théoreme 13, si A est compact, s'il

existe un voisinage U de x, tel que (a, x) v f (x) soit finie et



- 89 -

continue sur A x U, alors f est finie et continue sur U et

Aflxa) = 7 {3fulxo)] a € A5} &

Cimenstration

La continuits de f résulte du ﬁhéoréme Au maximum de BERGE.

Le théoréme 13 signifie que, pour tout h € E , f£'(xa,h) = iim £',(x,h)

o

(la valeur de f'a(x, h) si f,(x) n'est pas fini n'a pas d'importance), .
-

o ;' est le filtre sur A x E produit du filtre endendrs par les

A (n >0C) et d1 filtre des voisinades de ¥, . La fonction

(o]

. o )
(a, x) —~ f£' (x, h) est SCS sur A x U, car borne inférieure de

a
f (x+A\h)-f_(x)
fonctions continues (les fonctions (a, x) ~» -& x e » A > 0).
: ) ~7
Alors on prend un filtre gﬁ plus fin que X tel que »%}m ffa(x,h) =

1
. -’ -
f'(x,,h), et un ultrafiltre U plus fin que Y% . En désignant par a

la lihite de a suivant {{, on obtient falxg) = flx,) et
f'ix,, h) £ f'ylx, h) ce qui $tablit 1'ineclusion

of(x,) . §{afa(xo)la € A} , donc le thdoreme.

REMARQUE,
Ce théoréme a £t4 établi par PSHENICHNYI [1] dans le cas ou

E est normé et les f, dJdérivables au sens de G3teaur.

2415 Voici un résultat un peu plus fort &G a R.T. Rockafellar.

THEOREME.

Soit E un e.v.t., U un ouvert de E, A un compact,

(fa)a e A une famille de fonctions convexes sur E , t x5 €U .

—~—

Soit f = sup fq o On_suppose a - fo(x) finie et continue sur A

RIS

pour tout x € U ., Alors

1) £'(x,, b) = max {f'a(xo, h| a e Ao}’ o
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Ay = {a € Al fi(x,) = £fix,)} .

2) si pour tout a, fa est continue en Xos> Ou dérivable

au sens de G3ateaux, Bf(xo) =.§Iafa(xo)|a € Ao} R

Démonstration

1) D'abord remarquons que l'on peut écrire max , car
a= f'qlx,, h) est SCS et A, est compact. Pour tout a € A; on a
¢videmment f' (x,, h) < f'(x,, h), donc max {f'a(xo,h)fae AO}S £'(x,,h).
On va montrer 1'inégalité inverse. Pour cela soit [ < f'(x,, h).

: f(x +Ah) - f(x,)
Pour A >0 on a = & > f'(x,, h) > B, d'ou

A
f lx +Ah) - flx,)
N
Soit A, > O assez petit pour que x, + (o, Ao]h cu .

By = {a ¢ Al 2B £
Supposons A € ]O, KO]. Alors ‘BX est compact (4 cause de la continuité
‘en @ ) et croft avec A ( & cause de la convexité et du fait que

f(xo) b fa(xo)) . Ainsi il existe a appartenant 3 'Q BK -

A>0
ona ¥ Aelo, N o glxon) 2 fx,) + A8, d'on, ala limite,
fe(x_+\h) - f(x_)
-— ol o
fzlx,) 2 f(x ) . Donc @ € Ay , et comme o - o’ >3,

pour tout A € ]O, ho], on a f'zlx,, h) 2 58 .

2) Dans ce cas, d'apres le théoreme 5, pour tout a
‘f'a(xo, h) = max {<x', h> Cx' e afa(xd)} « I1 en résulte d'apres le 1),
que pour h € E, il existe x' € a(ngo 3f&(xo) tel que
<x', h> = f'(x0, h). Comme
3f(x,) = {x' e B':¥h e E, <x, n> < £(x,, h) },
cela prouve que 3f(io) C‘aqafd(xo)la € AO} R

Et 1'inclusion inverse est triviale.
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2.16 PROPOSITION.,

2. 17

Sous les hypothéseé du théoréme 15 supposons, gquel que soit

a € Ay, fa dérivable au sens de Giteaux en 'x de dérivée ola)

0o?

Alors o : Ay — E' est faiblement continue, et x' € 9f(x,) si_et

seulement si il existe une probabilité de Radon u sur Ay telle gue'

[ ota) ulda) € E' (restriction inutile si on sait que of(x,) est

faiblement compact) et que x' = [ ola) ul(da).

Démonstration

On a, pour tout a € Ay, <ola), h> = f' (x,, h) , et
a+r f',(x,, h) est SCS (car borne inférieure de fonctions continues).
Mais comme cela est vrai aussi pour - h , o est scalairement continue.
Désignons par 0%1(A0) l'ensemble des probabilités de Radon sur Ag ,
muni de la topologie vague. Alors 1l'application u » f o est faiblement
. 1 n :
continue de dﬁ+(A0) dans E' (complété faible), car
<[ ou, h> = [ <ola), n> ulda) .

- . . N A

Par suite '{f ou l u € Jé+(AO)} est un convexe faiblement compact de E'

et il contient U(Ao) - Alors d'apreés le 2) du théoréme 15, sa trace

sur E' est identique a af(xo).

REMARQUE,
Ce résultat a été établi par PSHENICHNYI ([1] +th. 1.6 p. 51)

sous les hypothéses citées dans la remarque. 14.

LEMME.

Soit F un e.l.c.s. X un compact, [ une multi-application

SCS de K dans les convexes compacts non vides de F . On suppose gue

K ou L;{r(a)|a € K} est métrisable. Soit 7{[(a)|a € K} 1'enveloppe

A
convexe fermée dans F'¥ = F (complété faible) de U {Ma)|a e K}.
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Alors x € Y{Ma)|la € K} équivaut 3 "il existe une probabilité de Radon

©, sur K, et une section, o , scalairement p-mesurable de I ,
telles que - x = [ ola) ulda) (intégrable faible) .
Démonstration :

La suffisance est assez claire. Montrons la nécessité. Soit
B= U{[Na)]a e K}v . C'est unbcompact. Soit G le graphe de [
C'est une partie compacte de K x B ., Soit Jﬁi(s) 1'ensemble des pro-
babilités de Radon sur G . On définit b :c%i(G) - g, en posant

<x', bIA)>= IG <x', x> Ald(a, x)).

L' application b est vaguement continue et l'on a b(a(a,x)) = X
I1 en résulte que .bU@i(G)) contient U {Ma)|a € K}, et comme il
est convexe, a(g, F') compact, il est égal a '7{F(a)|a € K}. Ainsi
si x, € Y{[(a)|a € K} 1l existe A e¢£}(G) telle que x, = b(A).
Soit p : G—= K la projection et u 1'image de A par p . I1 existe

telle que A soit portée par

toujours une désintégration (A,) o

a € K
p'l(a). En effet, si K est métrisable cela résulte de IONESCU TULCEA
(A. et C.) th.s 3 p. 461, et si B est métrisabie cela résulte d'un

théoreme de Mokobodzki (cf. IONESCU TULCEA (C.) th. 2, p. 379). Alors

17égalité ola) = b(A,) définit une section scalairement mesurable de I

‘En effet, comme p~1ta) {a} x 'a), b(A,) € I'(a) ei

at <x', ola)> '[G <x', x> A, ld(g,x))

est u-mesurable.

Enfin <x’,_fK ol B) uldp)>

[K <x', olB)> uldp)

IK.UG <x', ¥ Agldla, x))]- uldp)

IG <x', x> AMdla,x)) = <x', x,>

C.Q.F.D.
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2.18 THEOREME.

Sous les hypothéses du théoréme 15, la multi-application

d'* 3fa(xo) est faiblement SCS. Si 1l'on suppose A, métrisable ou

U{afa(xo)'u € Ao} faiblement métrisable (X) v x' € 3f(x ) *

équivaut a " il existe une probabilité de Radon, u , sur A, et _une

~section scalairement u-mesurable, o , de la multi-application

ar of,(x,), telles gue [ ola) pulda) € E' (précision inutile si on

| sait que Bf(xo)‘ est faiblement compact) et que x' = [ ola) ulda) * .

2.19

Démonstration

Elle résulte dp lemﬁe précédent, sauf la semi-continuité. On
peut utiliser le lemme de Castaing (lemme 1.24), ou bien utiliser le
fait que a* Bfa(xo) est de graphe fermé. En effet @ les fonctions
a-f)(x,,h) éont SCS, et ~'on a @fa(xo) ;{x'eE'l heE,<x*,h><fa(xo,h)}I
De plus les‘ Bfa(go) restent contenus dans un faiblement compact au

complété faible de E'. La SCS en résulte (cf. BERGE),

REMARQUE.
LEVIN a établi ce résultat dans le cas d'un Banach séparable

par une méthode tres différente.

$ 5. APPLICATION.'
Nous montrons comment le théoreme 18 permet d'étendre des
résultats de PSHENICHNYI [2].

Pshenichnyi a considéré le cas A = [0, T], E =&([0, T, ®RP),

(x)gelaEgst vrai s'il existe une suite dans E séparant les points
e -
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folx) = g(x(a)), ou ¢ est une fonction convexe finie sur R®, supposée
de classe C<2. Le but de Pshenichnyi est de donner un théoréeme du
maximum, type Pontﬁagin, pour un systéme linéaire : % = Ax + Bu,

avec contrainte sur 1'état : g(x(t)) £ O pour tout t e [0, T

(cette contrainte se met donc sous la forme f(x) £ O). Pshenichnyi
considére un crifére du‘typete§T8,Tfl(x(t)), du méme type que la COn_'
trainte, mais cela n'a rien d'essentiel; et il utilise son théoreéme

(cf. la prop. 16). Le théoreme 18 permet de ne plus supposer ¢ de

classe 02.

PROPOSITION.

Soit g : R® x [O, T]Q* R une fonction continue, convexe par

rapport a la premiére variable. On pose (pour X € g;([o;T], Rr*))

t € [0, TI}. cCces fonctions

£L(X) = g(X(t), t) et f£(X) = sup {fi(X)

sont convexes. Soit X € 51([0, 7], R?). Alors

aft(xo_)ﬁ 3é(xo(t)y t) ® oy (¥} poute section borélienne, o , de_

la multi-application +t+ Eft(Xo) est de la forme olt) = &lt) @ & ,

ot £(t) € (X, (t), t) pour tout t et &£ : [0, Tl - (RP), est

borélienne..

Démonstration

-Remarqudné que 1l'application (t, X) v X(t)  est continue de
[o, T x &[0, 7], B") dans B" . Les hypothéses du théoreme 14
sont vérifiées, et par suite les f, et f sont continues sur
¥ (lo, TI, B"). Montrons que 3fy(X,) = Jg(X (1), t) @ &y .
BX (1) + AY(t), t) - é(X (t), t)

On a f'.(X,, Y) =A~15m =

"

sup {<€, Y(t)>|€ € dg(X (t), t)}
sup {<\, Y>|N € dg(x,(t), t) @ &},

n

(%) on note 8t la masse de Dirac en t .
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Comme 1'application &£~ £ @ &, de ‘(Bn)' dans cqw,,.([o, T]) est

vaguement continue, ag(xo(t), t) 8>8t' est vaguement compact, et

' 1'égalité précédente entrafne Bft(Xo) = 3g(Xo(t), t) @ 64 . Enfin

soit olt) = £(t) @ 5t . Pour que o soit vaguement borélienne il
faut et i1 suffit (th. Onlof que t» <&(t),\{> soit borélienne poﬁr
toute P € Gilo, ), BY). or olt), §> = <6t), 0 (t)> ve’_o il faut
et il suffit que &£ soit borélienne (pour établir la nécessité on peut

prendre (f constante, parcourant une base de R").

COROLLAIRE.

La relation " A € 3f(X°) " édguivaut a4 " il existe une section

‘borélienne £ de la multiaapplication t 3g(Xo(t), t) et une proba-

bilité u sur [0, T] portée par A, (={'t,|'ft(xo) = (X )}) telles
Que A = JIY3EY) G.St) p(dt). Alors si Y € £([0, T, B®) on a

A, Y> = [ <E(t), Y(t)> u(dt).

REMARQUES.

1) Si 1'on se donne comme contrainte X(t) € C, pour tout t,
ot C est un convexe fermé d'intérieur non vide, il existe une fonction
convexe g sur R  telle que C = {xlg(x) £0 }, et que O ¢ 3g(x) en
tout point frontiére de C. Alors en un point frontiére x 1les éléments

de Jg(x) sont des homothétiques de rapport positif de vecteurs normaux

4 C en x . Dans cet ordre d'idées cf. ROCKAFELLAR [3] th. 2 p. 44.

2) Les contraintes sur 1'état pour les systémes de commande non
linédaires ont été étudiées par NEUSTADT et WARGA. Le cas linéaire permet
de donner des démonstrations plus courtes et d'enlever des hypothéses

de dérivabilité.
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