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INTRODUCTION 

Le but de ce travail est d'étudier les multi-applicatione à 

val.eurs convexes compactes (ch. 1) et la sous-différentiabilité de 

certaines fonctions convexes (ch. 2). Une partie des résultats ont été 

annoncés dans deux notes aux Comptes Rendus (cf. La bibliographie) et 

le chapitre 1 est à paraître dans le Journal de Mathématiques pures 

e t ap p l i qu é e s. 

Dans le chapitre O on donne quelques résultats issus en grande 

partie des travaux fe Castaing (et Debreu). Il s'agit : soit d'amélio-

rations d'énoncés de Castaing, soit de théorèmes qui seront utilisés 

dans les chapi~res 1 et 2, soit d'énoncés utiles pour la compréhension 

du chapitre O lui-même. l--lous n'avons pas donné les démonstrations qui 

se trouvent dans la littérature. 

Dans le chapitre l ~ 1, on étudie la mesurabilité d'un maximum 

lexicographique (question abordée par Wasewski, Filippov, Richter; 

Kellerer; Olech, Kudo, Castaing, etc). Ce résultat permet d'établir un 

"théorème de Choquet paramétrique'· (§ 2), et d'étendre le théorème de 

Richter-Kellerer en dimension infinie(§ 5). 

On donne une extension du théorème de Strassen (§ â th. 19) 

qui permet de donner des résultats sur l'intégration des multi-appli­

cations (étudiée déjà par Aumann, Debreu, Castain~). Dans le§ 6 on 

établit un théorème de Lebesgue-Nikodym pour les multi-applications 

(résultat obtenu aussi par Debreu-Schmeidler). 

Le§ 3 montre en particulier ceci : étant donné une m~lti-

application I par forcément mesurable, il existe une multi-application 

mesurable qui admet (à l'égalité p.p. près) les mêmes sections 

1-1-mesurabl es que ~ • 

Enfin le<.;> 7 examine le rapport entre continuité ou semi-con-

tinuité d'une multi-application et la continuité ou semi-continuité de 



sa fonction d'appui (problème résolu par Castainti pour la semi ... 

continuité supérieure). 

Le chapitre 2 est presque entièrement indépendant du chapitre L 

Seul le§ 3, qui étudie-la sous-différentiabilité dune intègraJe cle 

fonctions convexes_. est une application du théorème : .• :.9 ( th. de 

Stras sen). Cette question avait été abordée par Gol · stei.n et L,evin. 

Dans le § 2. on étend deux théorèmes de Morec:.u sur la sous--c1i ffér,cnU.a-

bilité aux fonctions cor:ve:xe,3 à valeurs vectnrielles (qt:estic,n éibr.:,r.l.;e 

par Raffin dans le cas RI), Le<;, 2 étend en diIEeilsion infinie un 

résultat sur la tangence au sens ciµ Fréchet de la fonction des dérivées 

directionnelles. Les § 4 et 5 èten~ent des résultats de Pshenichniy 

sur le sous-différentiel d'une t,:,rne supérieure de f,·,nct,ic,ns convexes. 

On donne aussi un résultat qui nous a été co:;-,muniqué par Rocl<afellar 

( th. 2. 2.5). 

Je tiens à exprimer toute ma reconna1ssance à M. PALLU LE LA 

BARRIERE qui m'a inî.tié à 1a recherche, et èont les ccnse~ls et les 

encouragements me furent une aide précieuse. 

Je remercie M. CHOQUET de J.' intérct qu'il a porté à ce travail, 

et qui m'a fait l'honneur de présider· le jury. 

J'adresse rr:es .:-e:nerciernents à ,. MALLIAVIN pour le très intéres­

sant second su,jet qu'il m'a proposé. 

Je désire également remercier M. MO?.EAU qui a bien voulu faire 

partie du Jury. 

J'exprime toute ma reconnaissance à M. CASTAING pour les 

échanges fructueux que nous avons eu pendant. la préparatioYi de ce travail. 

Je remercie le C,l\',R.S. qui m'a fait vi• 0 :·'" pendant l'année 

scolaire 69--70, et l'I.R..l,}, cp~i ,n'él hèberg.;;, 

Enfin .je re:,1ercte le secreta.rlat de ~-·1.~thérnatiqi.le~: ôe _:! }?acµlLé 

des Sciences de Mrmt:J'."ol.lï.er p,.:,ur Ja rc~à,_:f.a;.ic,,, matériei.l,0 ,.1 :~ ::e 

fascicule. 



- 1 -

SOMMAIRE 

page 

Chapitre O • Rappels • 3 

~ 1. Théorèmes de sections mesurables. 3 

§ 2. Parties compactes d'un espace métrisable séparable. 9 

§. 3. Critère de mesurabilité 12 

§ 4. Multi-applications à valeurs convexes compactes. 15 

§ 5. Partie dense dénombrable dans le dual d'un e.v.t .... 16 

§ 6. Intégration vectorielle. 17 

Chapitre 1 • Mul ti-appl l.catl.ons à valeurs convexes compactes. 21 

§ 1. Mesurabil 1. té scalal.re. Maximums lexicographiques. 21 

§ 2. Application. Existence d'une dilatation maximale. 28 

~- 3. Borne supérieure essentielle de multi-applications. 31 

§ 4. Représentatl.on l.ntégrale ou l.nté gration d'ensembles. 33 

§ 5. Extension du théorème de Lj apunov •.. 42 

§ 6. Extension du théorème de Lebesgue-Nikodym. 47 

§ 7. Conti.nui té des multi-applications. 49 

Chapitre 2. Sous-différentiels de certaines fonctions convexes. 53 

§ 1. Fonctions convexes à valeurs dans un espace vectoriel ordonné.53 

§ 2. Sous_dl.fférentl.abl.11.té au sens de Fréchet. 61 

§ 3. Sous-différentiel d'une somme continue de fonctions convexes. 63 

§ 4. Sous-différentiel d'une borne supérieure de fonctions convexes. 66 

§ 5. Application. 73 





- 3 -

CHAPITRE 0 

RAPPELS. 

§ 1. THEOREMES DE SECTIONS MESURABLES 

Il sera beaucoup question de multi-applications. Etant donné 

deux ensembles E et F, on appelle multi-applicatiqn de E dans F 

(et on s'efforce de la noter r), une application de E dans (r(F) 

il est équivalent de se donner une partie de Ex F , qui est alors 

aappelée graphe de r, et identique à {(x, y)ly € f{x)}. Au lieu 

de dire que r est une multi-application .de E dans F , on consi­

dère parfois une partie o..,1 de 6°(F), et on dit que r est une multi-

application de E dans ~ ~ si pour tout x € E fi X) € ~ • 

Des termes synonymes de mul ti-application sont "fonction multivoque" 

( cf BERGE), l'anglais "set valued function" et "correspondance" ( util i.sé 

par Bourbaki en théorie des ensembles et repris par DEBREU). 

On appelle section d'une multi-application r de E dans F, 

une application a, de E dans F, telle que, pour tout x € E, 

a(x) € f(x) • Si a est une section de r l'application xt-t (x,a(x) 

est une section de la surjection qu'est la projection du graphe de f' 

sur E. Par ailleurs si t.p : F - E est une surjection, une section 

de tf est aussi bien une section de la multi-application x ~ ~-1 (x). 

Nous nous efforçons d'énoncer le plus de résultats possibles 

dans le cadre de la mesurabilité abstraite. On appellera, avec MEYER, 

espace mesurable , (0, Q.J un ensemble n muni d'une tribu Q.,. 
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O. 1 LEMME. 

Soit (D, QI un espace mesu~able, E un espace métrisable 

et r une multi-application de D dans E 

1) Si r-(F) = {wlr(w) {'\ F '/; <f>} E (L pour tout fermé F, 

alors r-(U) E Q... pour tout ouvert U. 

2) Si E est séparable ( *) , si e est une base de la 

topologie de E et si pour tout B E 65, r-( B) E Q, , alors 

r-( U) E a., pour tau t ouvert U • 

Démonstration : 

1) C'est le lemme 1.3 de CASTAING [5]·. On pourrait supposer, 

au lieu de E métrisable, que tout ouvert est Fu. 

est de Lindelo'f ( au sens de SCHWARTZ, E est de Lindelof si toute 

famille d'ouverts contient une sous famille dénombrable qui a même 

réunion). Ici tout ouvert U est union dénombrable d'éléments de Ob. 

O. 2 COROLLAIRE. 

Si E est métrisable séparable les relations suivantes sont 

équivalentes : 

a) r-(U) E (l, pour tout ouvert U. 

b) (.ù I• d (x, r(w)) est mesurable, pour tout XE E. 

Démonstration ------------~ 
Pour r > 0 et x E E l'ensemble {wl ·d ( x, r( w)) < r } est 

identique à t-(B(x, r)l, B(x, r) étant la boule ouverte de centre x, 

( *) Ce que Bourbaki appelle de type dénombrable. 
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de rayon r • Cela prouve a --.+b • 

Réciproquement, les boules ouvertes formant une base de la topo-

logie de E , le 2) du lemme montre que b ~a • 

REMARQUE. 

Ce corollaire étend en partie le th. 3.2 de CASTAING[~ 

O. 3 THEOREME. 

Soit (.0, Q,) un espace mesurable, E un espace métrisable 

?éparable et r une multi-application de .0 dans les parties complètes 

non vides de E. Les relations suivantes sont équivalentes 

a) r-(U) € et, pour tout ouvert U 

b) r admet une famille dénomb:cable d-e sections mesurables denses (o-i) 

( i.e. pour tout w l'ensemble des o-i(w) est dense dans r(w~ 

Démonstration: 

1) Montrons b ~a. Cela résulte de l'égalité 

= U a-:- 1 ( U ) • 
i l 

Cette implication ne fait pas intervenir le fait 

que les r(w) sont complets. 

2) L'existence d'une section mesurable résulte de KURATOWSKI­

RYLL NARDZEWSKI ( *> • Montrons l'existence d'une famille dénombrabl 0 

de sections denses. Pour cela soit (xn) une suite dense dans E et 

B(xn, 2-i) la boule ouverte de centre xn, de rayon 2-i. On consi­

dère les mul ti-applications rni dé finies par 

r { ri w) n B( xn, 2- i l 
ni(w) = 

ri w) sinon. 

( :E) Cf. également ROHLIN lemme 2 p. 198 ( cette référence m'a été 
signalée par Ch. CASTAINGi. 
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Pour tout ouvert U, on a 

ouvert. Par ailleurs, ( en désignant par rni la multi-applica,tion 

CtJ ..... rni(Cù))' on a r;i(U) = r;lu). Comme rni(CtJ) est complet et 

non vide, rni admet une section mesurable uni. Les sections 

(uni/(n,i) € N2 sont denses. En effet, pour un w et x tels que 

X € r( CtJ) et E: > 0 ' soit i et n tels que € 2-i < 2 · et 

d(xn, x) < 2-i. Alors w € f(B(xn, 2-i)), et d(uni(w), x) < t car 

rni(w) est contenu dans la boule fermée Bf(xn, 2-i). 

REMARQUE. 

Ce résultat est un peu plus fort que th. 5. 4. de CASTAING [ 5) ·• 

La démonstration est inspirée des th. 5.3 et 5.4 de CASTAING. 

O. 4 COROLLAIRE. 

Le théorème 3 reste vrai 

1) Si r est à valeurs dans les parties fermées non vides d'un espace 

polonais, 

2) Si r est à valeurs dans les parties compactes non vides d'un espace 

mé tri sable séparable. 

Démonstration. 

1) Il suffit de monLr E d'une distance d'espace métrique corn-

plet, compatible avec sa topologie, pour être ramené au théorème. 

2) On met sur E une distance compatible avec sa topologie, 

et cela ramène au théorème puisque les compacts sont complets. 

0.5 On peut se demander si le 1) du lemme " admet une réciproque. 

On a la 
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PROPOS! TION. 

Soit E un espace métrisable, (D, CU un espace mesurable 

et r une multi-application de D dans E. On a 11r-(U) E a_, pour 

tout ouvert U ....-. f'( F) E: Q., pour tout fermé F" si l'une 

des relations suivantes est vérifiée. 

1) r est à valeurs compactes. 

2) r est à valeurs fermées et E est localement compact 

polonais. 

Démonstration : 

1) C'est le th. 1.1 de CASTAING [5]. 

2) Compte tenu du 1) du coroll. 4, la démonstration consiste 

à reprendre les arguments donnés par ROCKAFELLAR ( [2] th. 1) dans le 

,.._.,n 
"" . Il s11f:f'it ne montrer pour tout, compact 

Soit ( Kn) une sui te fondamentale de voisinages compacts c'le K et 

(an) une suite èe sections mesurables denses dans r, alors on a 

REMARQUES. 

K. 

Le 2) étend en partie le th. 3. 2 de CASTAING [5]. Lorsque a. 
est la tribu complète d'un espace de mesure (D, (1., µ.,), toutes les pro­

priétés sont équivalentes ( cf. CASTAING [s] 1 emme 2). 

Bibliographie. Citons également HIMMELBERG-VAN VLECK. 

Nous allons donner les deux· résul t3.-ts, connus sous le nom de 

théorème de Von Neumann, pour des espaces sousliniens pas forcément 

métrisables. L'exposé de BOURBAKI (5] sur les sousliniens reste valable 
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si l'on remplace "espace métrisable" par "espace séparé" (Cf. SCHWARTZ). 

THEOREME. 

1) Soit s1 et s2 deux sousliniens et 

sur,jection continue. Alors il existe une section de lf, 

mesurable pour la tribu engendrée par les sousliniens sur S2 et la 

tribu borélienne sur S 1 • 

2) Soit S un souslinien, X un espace topologique et r une 

multi-application définie sur S à valeurs dans les parties non vides 

de X de graphe souslinien. Alors r admet une section a, mesura­

ble pour la tribu engendrée par les sousliniens sur S et la tribu 

borélienne sur X • 

Démonstration: 

1) Considérons la multi-appli.cation x...., lf-1 (x) de s2 dans 

s1 • Elle est à valeurs non vides et de graphe souslinien (car fermé 

dans s2 x s1 par la continuité de Lp ). Le 1) résulte donc du 2). 

2) Soit G le graphe de r. Il existe un polonais P et 

une surjection continue h : P _, G • Soit 77 1 a projection de G sur 

s. Alors 77 oh est une surjection continue de P sur S. Le graphe 

H de la mul ti-application I = ( 77 o h i-1 est fermé dans S x P • Par 

suite, pour tout ouvert U de P, I-(U) qui est la projection sur 

S de S x U (IH, est souslinien. Ainsi I-cu) appartient à la tribu 

engendrée par les sousliniens. D'après le 1) du corollaire 4 I admet 

une section, p, mesurable (pour la même tribu), qui est une section 

de 77 oh • Donc rr o·h op est l'applicati'on identique de S, et 

V X E s ho p(x) appartient à G et se prpjette en x. Par suite 

ho p(x) est de la forme (x, a(x)) où ~ est une section de r. 
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Soit rJ! la restriction à G de 1 a projection de S x X sur X • 

On a u(x) = uJ oh o p(x). Comme ur et h sont continues, Œ est 

mesurable pour la tribu engendrée ·par les sousliniens sur S et la 

tri bu borélienne sur X • 

REMARQUES. 

La démonstration est inspirée de celle de CASTAING [5] p •. 123. 

Le 1) est donné par VON NEUMANN (lemme 5 p. 448-449), PARTHASARATY, 

SCHWARTZ. L'intérêt de la tribu engendrée par les sousliniens est 

qu!elle est composée d'ensembles universellement mesurables. 

Bibliographie. Citons aussi les travaux de AUMANN [2] , DELLACHERIE, 

NOVIKOFF, SION, ROGERS-WILLIMOTT. 

Récemment CASTAING [7] et HIMMELBERG-JACOBS-VAN VLECK ont 

obtenu un théorème de section mesurable dans un Banach réflexif sans 

hypothèse de séparabilité. 

Avec des hypothèses et des techniques très différentes il a 

été démontré des théorèmes de sections continues (MICHAEL [2], et 

même de sections continues par morceaux (HALKIN-HENDRICKS). 

§ 2 • PARTIES COMPACTES D'UN ESPACE METRISABLE SEPARABLE. 

0.7 THEOREME. 

Soit E un espace métrisable séparable et ~(E) l'ensemble 

de ses parties compactes. Soit As ( resp. Ar) l'ensemble des --
{K € rk:(E)IK Cu} ( resp. {KI K (\ u F qi}) pour tous les ouverts u 

de E. Soit Ts ( resp. T1 l la topologie sur ~ ( El engendrée par 



- 10 -

As (resp. AI), et T la topologie borne supérieure de Ts et TI. 

Alors la tribu borélienne de T est engendrée par As, et aussi 

Démonstration : 

Il est plus simple d'introduire un espace mesurable auxiliaire 

( D, Ci.,,) et une application r : D-+ !fk( El. Il suffit de montrer que 

si r-( U) E Q, pour tout ouvert U ousi r-(F) E Q,,, pour tout 

fermé F, r est mesurable. Sous l'une de ces hypothèses, d'après le 

~: 1, r admet une sui te ( o-n) de sections mesurables denses. Posons 

T, car on obtient un système fondamental de voisinages de r(w) 

en prenant l'intersection d'un nombre fini d'ensembles {KI K CU} et 

(pourvu que r(w) appartienne à ces ensembles 

Effectivement si des ouverts u1 , ••• , Ui contiennent r(w) et si 

des ouverts v1 , ••• , Vj rencontrent r(w), pour n assez grand 

r!w) rencontrera v1 , ••• , Vj, et sera contenu dans u1 , ••• , Ui. Il 

suffit de montrer que rn est mesurable. Or o-i est limite d'une 

sui te ( o-ij) j E N de fonctions mesurables étagées. Alors 

rnj(w) = {o-0 ,j(w), ••• , o-n,j(w)} tend vers rn(w) pour T 

j ..... oo , et rnj est mesurable car ell.e est étagée. 

quand 

Références. ·DEBREU ((3.1) p. 355). On peut également le démontrer en 

reprenant le lemme 1 .• 3 et les th. 1.1 et 4.2 de CASTAING [5). 

REMARQUES. La topologie Ts (resp. TI, Tl est liée à la semi-continuité 

supérieure ( resp. inférieure, à la continuité) des mul ti-applications 

de la façon suivante : une multi-application d'un espace topologique 

dans ~-~El est SCS ( resp. SCI , continue) si et seulement si elle 
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est continue pour Ts ( resp. TI , T) • 

Sur l 'ensemle des parties compactes non vides (~-( E)-{qi}), 

la topologie T , dite de Hausdorff, est métrisable sép3.,rable. Il est 

clair que CJ>k ( E) lui-même est métrisable séparable pour T , et cp 

y est isolé. Par suite il n'y a qu'une seule notion de mesurabilité 

pour une application d'un espace mesurable (.0, C2) dans (fk(E) muni 

de T : en effet, la mesurabilité au sens des tribus, et la propriété 

d'être limite simple d'une suite de fonctions étagées mesurables, sont 

équivalentes; et si on a une mesure de Radon sur un localement compact 

on a la propriété de Lusin (BOURBAKI [s]· ch. 4 § 5 n° 5, th. 3 p.178)" 

La propriété de Lusin pour les multi-applications a été étudil!epar CASTAING 

[5],, qui a généralisé un résultat de PLIS. Un autre résultat a été obtenu 

par JACOBS. 

0.8 COROLLAIRE. 

Soit (D, Q.) un espace mesurable et r 

que r soit mesurable il faut et il suffit 

D .... ~(El. Pour 

1) que r-1 F) = {wl r{ w) ('\ F -/= qi} E Q.. pour tout fermé F de E , 

, pour tout ouvert u. 

O. 9 COROLLAIRE. 

L'application (A, B) t-+ A ("\B de 

fk(E) est mesurable. 

Démonstration: 

~(El x ~(El dans 

En effet, l'application (A, B).t-t A/\ B de (~(E))2 dans 

(? k(E) est continue lorsque <S\tE) est muni ( trois fois) de la topolo­

gie Ts. D'après le th. 7 Ts engendre la tribu borélienne de 

6)k( E) (muni de la topologie T). De plus, la tribu borélienne de 
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(~\( El )2 lorsque Gt( El est muni de la topologie Ts est moins fine 

(en fait identique) que 13. tribu borélienne obtenue pour la topologie 

T, qui, elle, est le produit des tribus des facteurs, car T est 

métrisable séparable. 

REMARQUES. 

Le corollaire 9 ( ignoré de CASTAING (5]) permet de démontrer 

facilement le théorème 4.12 (CASTAING [5] ). En effet, si (rn) est 

une suite de multi-applications mesurables, Cù ...... f(Cù) =f\ rn(w) est 

mesurable, car d'après le corollaire 
n 

w ... " i=O 
est mesurable, 

n 
et ~ ri(w) - f(w) pour la topologie de Hausdorff (et si V rn(w) 

i=O 

est relativement compact, VCù, alors w~ cp(Cù) = U rn(w) est mesu­
n 

rable, car pour tout ouvert U ,, .<p { U) = V ~( U) : ces résultats ne 

nécessitent pas la pI'opriété de Lusin, utilisée par CASTAING). 

§ 3. CRITERE DE MESURABILITE 

LEMME. 

Soit E un ensemble, { Fi, ~i) i € I des espaces mesurables 

et ~i : E - Fi des applications. Alors la tribu ~ la moins fine 

sur E rendant mesurables les ~i donne à E une structure initiale 

(*) d'espace mesq;,;:éi-ble pour la famille (lf\li € I {i.e. si {D, Cf,) 

est un espace mesurable et f D - E une application; pour que f 

soit mesurable pour ( il faut et il suffit que les ~{\ 0 f 

soient mesurables_). 

(*) BOURBAKI [2] § 2 n° 3 p. 27 
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Démonstration. 

Il suffit de montrer que si les lfi o f sont mesurables, 

f l'est. Or l'ensemble des parties B de E telles que :r-1 (Bl E (l_ 

est une tri bu. Elle contient les ensembles ~i - 1 ( Cl ( C €~il, car 

r-1 (1fi- 1 ( Cl l = (lf i o fl- 1 (Cl. Par sui te elle contient f, puisque 't; 

est engendrée par les fi- 1(Cl. 

O. 10 THEOREME. 

Soit ( D, Ql un espace mesurable, soit E un espace topolo gi­

que et f une application de D dans E. 

ll Si E est souslinien, et si on a une suite de fonctions boré-

liennes \.tn : E -+ R séparant les pain ts, alors pour que f soit 

mesurable il faut et il suffit que les f n o f le soient. 

2l Sl E est métrisable séparable, et si on a une suite de 

fonctions continues l('n: E - R, telles que la topologie la moins 

fine sur E rendant continues les fn soit la topologie initialement 

donnée, alors, pour que f soit mesurable il faut et il suffit que les 

lfn o f le soient. 

Démonstration : 

ll L'application(f= (tfnl : E-+ IRN est borélienne et in.jecttve. 

Montrons que lf-1 est borélienne de <.p ( El dans E • En effet 'f 

a un graphe, G , borélien dans E x IRN. Vérifions ce point ( cf. 

SCHWARTZ:). Posons Cf= <f xi: Ex !RN-+ (IRNl 2 (ou i est l'appiica-

tion identique de IRNl. Alors G = i?-1 (6l, où 6 désigne la diagonale 

de G est borélien car et le sont. Si B est 

un borélien de E ~(B) est la pro.j ection de BxfflNnG sur 

C'est donc un souslinien, Comme ~(E-B) est, pour la m~me raison, sous-
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linien, \{1(B) est borélien dans tf(E). Comme la tribu de tp(E) 

est la trace de la tribu- de IRIN (MEYER II-31 p. 44), f est mesurable 

si et seulement si lf o f l'est. Le 1) résulte alors du fait bien 

connu que la tribu borélienne de ~ est le produit des tribus facteurs. 

2) L'application if= (lfnl : E If est forcément injective 

et elle établit un homéomorphisme entre E et lf ( E). Donc f est 

mesurable si et seulement si lf o f 

lement si les lfn o f sont mesurables. 

REMARQUES. 

l'est, c·• est-à-dire si et seu-

Le plus souvent il existe une suite (~n) ayant la propriété 

indiquée. 

1) Si E est souslinien, toute famille de fonctions continues 

séparant les points contient une sous-famille dénombrable séparant les 

points ( cf. SCHWARTZ. Cela résulte du fait que E est de Lindelo f i.e. 

,que tout famille d'ouvert contient une sous-'-famille dénombrable ayant 

m'ème réunion). 

2) Si E est métrisable séparable et si d est une distance 

définissant la topologie de E, et (xn) une suite dense, on peut 

prehdre ~n = d (xn• • ). Plus généralement, si la topologie de E est 

définie par une suite d'écarts finis Sn , on peut prendre la famille 

'fn, m == Sn( xm• • ) • En effet, soit 0 un ouvert de E. Il s'agit de 

montrer que 0 est union d'ouverts des topologies les moins fines 

rendant continues les 'f n,m. Pour cela soit x E 0 • Il existe n 

tel que Sn(x,G0) > O. Alors il existe ut) point xm tel qu'il existe 

une boule, pour Sn, de centre xm, 

dans 0 • 

contenant x et contenue 
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Références. Le 1) du théorème est du à SCHWARTZ ( cf. FERNIQUE th. I-2-5 

p. 10, pour le cas où E est lusinien). 

§ 4. MULTI-APPLICATION A VALEURS CONVEXES COMPACTES. 

THEOREME. 

Soit E un e. v. t. l. c. métrisable séparable, ( D~ a.,) un espace 

mesurable et r une multi-application de D dans les convexes compacts 

de E • Pour que r soit mesurable il faut et il suffit que pour tout 

x' € E' la fonction w ..... i.flx', r(w)) = sup {<x', x>lx € r(w)} 

soit mesurable. 

Ce théorème, qui couvre le th. 5~J.0 de DEBREU et le corollaire 

du th. 6.1 et les th. 6. 3 et 6. 4 d1~ CASTAING [5), peut se démon­

trer comme le th. 6.4 de CASTAING. 

Démonstration: 

La nécessité est facile. Montrons la suffisance. Soit (pn) 

une sui te fondamentale de semi-horme.s et Vn les 'semi-boules" associées. 

Posons, pour deux convexes compacts non vides K et K' 

8 n ( K, K' ) = sup { 1 \fi ( x' , K) - 'f ( x' , K' l 1 1 x' € ~ } où 

lf'lx', K) = sup {<x', x> 1 x E K} est la valeur de la fonction d'appui 

de K ert x'. Alors Sn est un écart fini, et la topologie de Hausdorff 

sur l'espace des convexes compacts non vides de E est définie par la 

suite des Sn {cf. HORMANDER p. 1.85 formule (5' )). D'après le 2) du 

th. 10 et le 2) de la remarque il suffit de montrer la mesurabilité 

où (Ki) est une suite dense pour la topologie 

de Hausdorff. Or, pour la topologie de la convergence compacte, vo 
n 
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est compact métrisable, donc admet une suite dense (x'pl, et l'on a 

car lf(., K) est 

continue pour la topologie de la convergence compacte. 

REMARQUE;. 

Pour une autre démonstration cf:.. la remarque .1.7. Signalons que 

la théorie des multi-applications mesurables à valeurs convexes fermées, 

pas forcément compactes {dans ffin), a été développée élégamment par 

ROCKAFELLAR [J.] et [2] • 

§ 5 • PARTIE DENSE DENOMBRABLE DANS LE DUAL D'UN E. V. T. 

0.12 THEOREME. 

Soit E un e.Lc.s. et E' son dual. S'il existe une suite 

( e' nl dans E' séparant les p_oints de E , il existe une partie 

dénombrable 'Jl dense dans E' pour h topol,2__!11,_e de Mackey. Et pour 

tout convexe compact K de E on a 

K ~, { x E E I V x' E 't, <x', x> < tp ( x , Kt } • 

Démonstration --------~-..---..- ------

Soit 'F' l'ensemble dénombrable des combinaisons linéaires à 

coefficients rationnels des e'n• L'espace v~ctoriel réel F engendré 

cJ { par Y. a un orthogonal égal à O} ; car il contient les e'n • Il 

est donc faiblement dense dans E' .. L'adhérence ~ de 'F pour la 

topologie de Mackey, contient F donc contient ]f ( fermeture pour 

r(E', El) et l'on a F ~ E' car l'arlhérence d'un convexe est la même 

pour Tl E', E) et cr( E·, El. La formule résulte du théorème de Hahn-­

Banach et de la propriété de densité dt: S.-. 
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Références. CASTAING (4] th. 5 ( signalé par Martineau). L'énoncé 

exact donné ici figure dans CASTAING-VALADIER [1] · p. 4. Dans le même 

ordre d'idées citons KLEE-OLECH. 

Exemple • 

Si E est de Linde15f (voir démonstration du lemme 1 pour la 

définition) il existe une suite (e'n-l séparant les points. C'est le 

cas, en particulier, si E est métrisable séparable. Mais dans ce cas 

on peut obtenir par construction directe une sui te plus in,té ressan te. 

En effet soit ( Vn) une sui te fondamentale de voisinages de o. Le 

pol a,i re vo 
n de vn est une partie faiblement compacte métrisable, 

et U vg = E' • Soit Dn une partie dénombrable faiblement dense dans 
n 

V~' et D = U Dn • Alors D a la propriété que tout point de E' 
n 

est limite faible d'une suite de points de D. 

§ 6 • _INTEGRATION VECTORIELLE. 

Le théorème suivant et une partie de ses conséquences sont dus 

à CASTAING ( et dé,ià énoncés dans CASTAING-VALADIER). 

THEOREME. 

Soit (D, Q. µ) un espace mesuré avec µ;:: 0 , o--finie. 

Soit E un e.l.c.s. et f: D•• E sclairement intégrable. Si 12 

se partitionne en un négligeable et une suite de mesurables Dn , tels 

~ f(Dn) soit contenu dans un convexe compact équilibré ~ , et 

si E est séquentiellement faiblement complet, alors .f fµ 

tient à E • 
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Démonstration 

La mesure étant u-finie, on peut se ramener au cas où les Dn 

sont intégrables. On a fµ. E E pour tout n • En effet, si 

x' E {polaire de on a 

<x•' JD fµ,> = JD <x'' f> µ, < µ,( Dn l' d'où 
n n 

Jn 
n 

fµ, E µ,( Dn) Qn • Pour tout x' E E' et m E IN on a 

1 <x', n!o f ?<~>I < 1 <x', r>I , et 

1 im <x 1 , 

m --m 

m 
L 

n=O 
f ~ > = <x', 

Dn 

D'après le théorème de Lebesgue on a 

m 

f> P•P 

lim J <x'; L fXn > µ, = J <x', f> µ,. 
n=O ""n 

Cela entratne que frµ, appartient à E puisqu'il est limite faible 

m 
de:s J! L f'Xn )µ, 

n==O n 
qui appartiennent à E • 

0.14 APPLICATION. Si D est un espace localement compact, µ, une mesure 

de Radon, et si f est µ,-mesurable, il existe une partition de D 

en un négligeable et une suite (Kn) de compacts, telle que, 

soit continue. Alors f (Kn) est compact. On peut donc appliquer le 

théorème si l'enveloppe convexe fermée d'un compact est faiblement 

compacte et si E est saquentiellement faiblement complet. Ces condi-

tions sont réalisées si E est e.l.c,s. semi-réflexif, ou un espace 

L1 fort ou faible (dans un espace L1 faible l'enveloppe convexe 

fermée d'un compact est compact d'après 1 e théorème de Krein. 

Cf. GROTHENDIECK p. 283). 

0.15 APPLICATION. Le théorème s'applique dans le cas d'une mesure abstraite 

si E est souslinien [:équentiellernent faiblement complet, et si 

l'enveloppe convexe fermée d'un comp:act ec5t comp'icte. En effet on 

(*)En notant la fonction caractéristique de A. 
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peut se limiter au cas OÙ µ, est bornée. Alors f < D-E est mesurable 

( cf. théorème 10), et l'image de µ par f est une mesure de Radon 

( cf. SCHWARTZ) qui est portée par la réunion d'une sui te de compacts. 

La construction des Qn et ~ est alors facile. 

On couvre ainsi un grand nombre de cas. Voici quelques exemples 

d'espaces sousliniens semi-réflexifs : un Fréchet réflexif séparable, 

une limite inductive stricte d'une suite d'espaces de Fréchet Montel 

(les Fréchet Montel sont séparables et la limite inductive est donc un 

Montel souslinien), le dual faible d'un e.l.c métrisable séparable 

tonnelé (le résultat J fµ, € E est donné par AHMAD prop. 7 p. 109), 

le dual faible d'une limite inductive stricte d'une suite d'espaces 

de Fréchet séparables (la limite inductive est tonnelée ce qui signifie 

que le dual faible est semi-réflexif ou quasi-complet de plus le dual 

de la limite inductive est isomorphe à un sous espace fermé du produit 

des duals donc est souslinien). 





- 21 -

CHAPITRE I 

MULTI-APPLICATIONS A VALEURS CONVEXES COMPACTES. 

§ 1. MESURABILITE SCALAIRE. MAXIMUMS LEXICOGRAPHIQUES. 

Soit E un e.l.c.s. et 1n, a..> un espace mesurable ( Cl.. est 

une tri bu sur ni. 

1.1 DEFINITION. 

Soit r une multi-application de n dans l'ensemble des con­

vexes compacts de E. On dit que r est scalairement mesurable, si, 

pour tout x' e: E' , 

wM f(x', r(w)) = sup {<x', x> 1 x e: P(wl} est mesµrable. 

REMARQUE. 

L'ensemble {w I r(w) = ~} égal à {w If (0, r(w)) = _oo} , 

appartient à fL. 

1. 2 LEMME. 

Soit 1rnl une suite de multi-applications scalairement 

mesurables de n dans les convexes compacts de E, décroissante 

est scalairement mesurable. 

Démonstration : 

Posons L( w) =" rn( w) ' et no = ("\ {w I · rn( w) -/:- ~} • Il 
n 

est. évident que L( w) est convexe compact et que n 0 = {w I · Z::( c,;) -/:- ~}. 
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Par la remarque 1, n0 E <l. Soit x' E E' et w E n0 • On va montrer 

que \f ( x •, L( w) ) = in f tp ( x' , r n ( w) ) ( en fait cela est vrai, 

trivialement si w i n0 ). Soit xn E rn(w) tel que 

X > n et X une valeur d'adhérence Je la suite 

( xn). Alors x E 2( w) et 1 'on a " 

<p(x', L(w)) ~ <«', x> > inf <x', xn>::: inf 'f1X', rn(c,_;)). 

Enfin l'inégalité inverse est évidente. 

1. 3 LEMME. 

Si r est scalairement mesura~le, si z' E E', si 

p: E - ffi est mesurable, alors w ~ I(w) = {x e r(w) 1 <z', x> 

est scalairement mesurable. 

Démonstration: 

On a n0 = {w I· L(w) -/= cf>} = {w j p(wî ~ If (z', r{c,_i)) et 

p( w)} 

- p(w) :S lf (-z', r(w))} E a_. Soit x' E E· et w E n0 L-e cas 

z' = O étant trivial, supposons z' -/:= O. 

1) si x' E CR z' on a x' = Àz' et f lx', L( cù) ) .. \.p( uJ). 

2) si x' i (R. z' on va montrer que 

lf(x', L(w)) -- inf{ ~(À.z' ,. x' , r( w) ) - À.p( w) J À E R} 

Le lemme en résultera; car il suffit que À parcoure ~ (la fonction 

dont on prend la borne inférieureétant continue en A.). Si x E I(w), 

la forme linéaire, <., x> est majorée sur E' par la fonction sous-

linéaire If(., r( w)). Considérant sa restriction à iR z' 6' lR x' comme 

(lli) R. Pallu de La füu-rière m;a fait remarquer que la foncti.or. d'appui 
de I( w) est l' inf-convolution des foncti.:,,:-, a· appui de r'. ,,_,, et de 
{x E E I· <z', x> = p(w)}. Cela peut se ,7UF,,:,1f\er et fourni.r ,,.!ors une 
autre démonstration du lemme. 
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un prolongement de sa restriction à IR z' , et en appliquant le lemme 

de MEYER p. 271, on obtient 

<x•, x> ~ inf{ tf(Àz' + x', r(w)) - Àp(w) I· À € IR} , d'où 

if(x', L(w)-) ~ inf{'f (Àz' + x', r(w)) - Àp(w) I·>-.. €IR}. 

Réciproquement soit h la forme linéaire sur ~ z' définie par 

Àz' .... Àp(w). Soit h' son prolongement à 1R z' (l) (R x' défini par 

h'(x') = in{lf(Àz' + x', r(w)) - Àp(w) j À E IR} (MEYER ibid.), puis 

un prolongement linéaire à E', majoré par tp(., r{c,;)), défini par un 

point ç E E'*. Alors ç € r(w), et comme <z', ç> = p(w), ç € L(w), 

d'où lflx', f(w)) ~ inf{lf(Àz' + x', r(w)) - Àp(w) 1 À E m}. 

REMARQUE. 

Ce résultat, dans le cas où p(w) = c.r(z', r(w)) (et E =lRn) 

était connu de KUDO p. 152. 

1.4 PROPOSITION. 

S'il existe une suite (e'n) dans E' telle que pour tout w 

(e'n) sépare les points de r(w), si r est scalairement mesurable, 

et si f: D - E est une section de r telle que pour tout n, 

<e' n' f(.) > soit mesurable, alors f est scalairement mesurable. 

Démonstration: -------------
Il suffit de poser r_1 (w) = r(w) et pour n ~ 0 

rn(w) = {x E rn_ 1 (w) j <e'n• x> = <e'n• f(w)>}. D'après le lemme 3 

toutes les rn sont scalairement mesurables, et d'après le lemme 2 

il en est de même de leur _intersection. Or f\fn(w) = {f(w)}. 

1.5 DEFINITION~ 

une famille d'éléments de E', où I est 
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un ensemble bien ordonné. On appelle préordre lexicographique sur E, 

la relation entre x et. y: "V i, <x'i, x> = <x'i• y> ou si 

10 = {i 1 <x'i• x-y> F O} est non vide, en notant i 0 le plus petit. 

élément de 10 , <x'., x> < <x•., y>". 
10 10 

C'est l'image inverse, par l'application x H (<x'i, x>)i E 1 

de l'ordre lexicographique sur RI (BOURBAKI [1r). 

REMARQUE · 

Pour que l'on ait un ordre il faut et il suffit que (x'il 

sépare les points de E. Si K est un compact de E dont (x' i) 

sépare les points, K est ordonné et a un plus grand élément dit 

maximum lexicographique. D'après le théorème de Hahn-Banach tout con-

ve«e compact est l'enveloppe convexe fermée de ses maximums lexicogra-

phiques ·(pour tous les ordres). Comme un maximum lexicographique est 

un point extrémal on a ainsi une démonstration du théorème de Krein-Milman. 

1,6 PROPOSITION. 

S'il existe une suite (e'nl dans E' telle que pour tout w, 

(e'nl sépare les points de r(w), si r est scalairement mesurable 

et à valeurs non vides, et si f(w) est le maximum lexicographique 

de r( w) défini par ( e' n), f est scalairement mesurable. 

Démonstration : 

Analogue à celle de la proposition 4 en posant r_1 (w) = r(w) 

et pour n ~ 0 

REMARQUE. 

La mesurabilitè d'un maximum lexicographique, en dimension finie, 
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a été établie par RICHTER (i] (Hilfstaz' 2 p. 87), KELLERER (Hilfssatz 

p. 205) et OLECH [i] (th. J. p. 318). Les résultats de CASTAING [5]· 

permettent de l'obtenir, mais avec des hypothèses topologiques sur D 

en utilisant la semi-continuité supérieure (cela date de WAZEWSKI et 

FILIPPOV). 

1.7 PROPOSITION. 

S'il existe une suite~ (eln) dans E' séparant les points de 

E, si r est scalai:r:_~Iï~-1:1.!: mesurable et à valeur:! non vides, il existe 

u11e _famille dén9mbr_abl_e ( f 1 ) i f. I de sections scalairement mesurables 

{fi(wlli. E I} soit dense dans r(w). 

Dëmonstrn tion 

D'après le théorème 0.12 il existe une partie dénombrable D 

dense dans E' pour la topologie de Mackey. Pour chaque x' ED soit 

fx' une section scalairement mesurable telle que <x', fx' (w)~ = ~I( x', r(w)) 

(par exemple un maximum lexicographique} Soit( fi)i E I la famille 

dénombrable des barycentres à coefficients. rationnels d'un nombre fini 

de fx, (x' ED). Soit, pour w fixé X= {fi(w) I· i E r}. Alors 

X contient l'ensemble convexe A de tous les barycentres des fx' ( w) 

(x' ED). Par suite Y~ T ce qui montre que X est convexe. On a 

x-C r( w). L'égalité résulte de la formu1 e du th. 0.12 

REMARQUE. 

Ce résuJ tat. permet de retrouver le th. O. 11, car alors J es 

fi sont mesurabJ. es" et si U est un ouvert de E , 

{ Cù I f'( C,J) i'°1 lJ t ij;} LI r,l (Ul. 
i E I l 
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1.8 PROPOSITION. 

Si Q est un_ convexe comEa:ct métrisable_, si g : D - IR est 

mesurable, si r est scalairement mesurabl~ et à vaJeurs non vides et 

si pour tout w, r(w) C g(w) Q, alors r admet une famille dense 

( i.e. ayant la propriété de la pro~._?) dénombrable de sections scalai­

rement mesurables, et sur toute partie de D sur laquelle_ g est bor-

r.., née, est mesurable ( 1;_ar exemple_ e._st_ l~mi te { pour la topologie de 

Hausdorff sur les comp_act~_) d'une sui te de mul ti-applicatï,,2.~_tagée~­

mesurables). 

Démonstration 

Remarquons que l'enveloppe cqnvexe équilibrée fermée Q' de 

Q est compacte métrisable, car c'est l'image de Q2 x [o, 1] par 

l'application (x, y, a)" ax - (1 - a)y. On peut se limiter à faire 

1 a démonstration sur un ensemble {wl · 1 g( w) I · < n } • Al ers r( w) C n Q'. 

Soit G le sous-espace de E engendré par u Q'. Comme G :::: 
11.?0 

11.Q' 

il existe (e'nl dans G' séparant les points de G. On peùt alors 

appliquer la proposition 7 et la remarque 7 , et on obtient des sections 

mesurables pour 1 a topologie de n Q' , et 1 a mesurabilité pour 1 a 

topologie de Hausdorff sur les p3.•rties compactes de n Q' • 

1.9 PROPOSITION. 

S'il existe une suite (e'n) dans E' séparant les points 

de E sir est scalairement mesurable,, si p: D - ffi est mesu-

rable et si z : D - E' prend ses valeurs dans un sous-espace 0e 

dimension finie et est mesurable, alors 

w ...... L(w) = {x E r(c,J) 1 <z' ( w), x> pl eu)} et 

w .... 4>( w) ,.. <x E r( w) 1 <z' ( c,J)' x> p( <.,J)} 

sont scalairement mesurables. 



- 27 -

Démon·stration : 

1) Pour la mesurabilité de L il suffit de reprendre la 

démonstration du lemme 3 en remarquant que 

l'ensemble {w I· x' € IR z'(w)} appartient à G., 

- les fonctions w,.... 'f(À z'(w) + x', r(w)) sont mesurables 

grâce qux hypothèses faites sur z' et à la proposition 7. 

2) Il est clair que {w I L(w) f. rp} = D0 appartient à lt,,. 

Sur D - Ûo on a qi ( w) :-:: cp ou 4> ( w) = n w) ' et comme q,(w)=cp 

si p(w) < - lf(- z'(w), f'(w)) et ~(w) = r(w) sinon, f est sca-

lairement mesurable sur D - 00 • Soit x' € E' et 

f'0 (w) = {x € f'(w) 1 <x', x> = Lîlx', f'(w))}. Soit f: D0 .... E une 

section scalairement mesurable de w € D • Si 
0 

<z' ( w), f( w) > t:. p( w) 

<z' ( w) , f( w) > > p( w) 

on a 

on a 

tp(x', cp(w)) = lf(x', f'(w)), et si 

t.p( x', q, ( w) ) = 'P ( x' , L( w) ) • 

En effet la première assertion est triviale. Montrons la deuxième 

soit x € q>(w) tel que <x•, x> = ty(x', q>(w)) On a 

<x', f(w)> ~ <x•, x> puisque x € f'(w). Comme f(w) i <p(w) 

segment [x, f(w)]· coupe L(w) en un point x1 • Alors 

le 

d'où lf(x', I(w)) ~ <x', x> et l'égalité annoncée. 

Cela prouve que <p ~st scalairement mesurable sur D0 • 

REMARQUE. 

La mesurabilité de L a été obtenue en dimension finie par 

RICHTER [1]·. 
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§ 2 • APPLICATION. EXISTENCE D'UNE DILATATION MAXIMJ\LE. 

Soit X un convéxe compact métrisable d'un e.l.c. , et 

(n, Cl,) un espace mesurable. Soit K une partie convexe compacte 

de X. On désigne par ~;(K) l'ensemble des probabilités sur K 

(elles sont forcément de Radon). Muni de la topologie vague, c'est un 

compact métrisable. Rappelons la définition de la relation d'ordre sur 

Jl;(K) définie par le cône ~(K) des fonctions continues concaves 

( MEYER dé f. 16 p. 279) on a /J- -< À. 

pour toute f € ~ ( K), J f /J- 2: J f À. 

(on devrait noter -<.K) si, 

on dit aussi que À est plus 

près du bord que µ, , ou que À. est balayée de µ, sur K • Les 

éléments maximaux son~ les mesures portées par l'ensemble des points 

extrêmaux : K • Pour toute f e: ~(X) on pose t' = inf{ge:°S(X)j g ~ r}. 

Cette fonction est concave s. c. s., et a 1 a p rop rié té que si /J- € et;( X) 

et si L = {>,._ e: Jl;I X) 1 À. >- µ,}, on a If( f, L) = f f µ, (MEYER th. 19 

p. 280). De plus J f µ, = inf{J gµ, 1 g € ~(X), g > f} (ibid, p. 280)4 

PROPOSITION. 

Si r est une multi-application mesurable (llE) de n dans -
les convexes compacts non vides de X, et si w .... _ f.1-w est une 

application mesurable .0 ~"';(X) telle que pour ~out w , 

f.1-w(r(w)) = 1, il existe une application û.JH À.w mesurable de n 

dans ~~;(X) telle que pour tout w, À.w soit une balayée maximale 

Démonstration 

Posons L0 (w) = {'A. e: Jl,;(X) 1 À. ~ µ,J. C'est un ensemble convexe 

(•l11 suffit pour cela que r soit scalairement mesurable d'après 
la prop. 8. 
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compact non vide de .n,f(X). Pour tout f € tf'(X), on a {f( f, L0 ( w)) 

J 
~ 

J 
,. 

Lo = f µ,Ct) • Comme µ, ..... f µ, est ses, donc borélienne, est 

scalairement mesurable. Posons L1 (w) = {À. € .. Îf(X) 1 >...(r(w)) = i}. 

On a pour tout f € f(X), \.f)(f, L1 (w)) = sup {f(x) 1 x € r(w)} qui 

est mesurable en w, car Ki- sup {f(x) 1 x € K} est continue pour 

la topologie Hausdorff (on peut aussi dire que r admet une famille 

dénombrable de sections mesurables denses). Par suite (prop. 8.), L0 

et L 1 sont mesurables. Le corollaire 0.9 implique la mesurabilité 

de wi- L(~) = L0 (w) (\ I 1 (w). Soit ( fn)n € IN une suite dense dans 

= 

- 'S( X) pour la topologie de ~ ( X) ( convergence uni forme sur X). Alors 

( fn), dans la dualité entre t'( X) et ;/,(X) , sépare les points de 

i(X), car si J fn µ, = 0, V n , on a J f µ, = 0 , V f € - f(X) 

µ, = 0 car J(X) engendre C ( X). On prend pour À.Ct) le maximum 

lexicographique de L(w)· pour l'ordre associé à (fn) (prop. 6). 

Alors Àw est bien maximale pour l'ordre de X;(r(w) ). En effet, si 

pour l'ordre de .X;( r( w)), on a 

et 

f f 0 µ, > J f 0 Àw ( car f 0 ;ï( w) E - S ( r( w)). Pa,r ailleurs µ, E I( w), 

car µ, est balayée de µ,w sur X ( encore parce que f € :! ( X) 

en tratne fj r( w) E S ( r( w) ) ) , et donc par défini tian de Àw , 

J f 0 À.CtJ 2: f f 0 µ, • Finalement J f 0 µ, = J f 0 Àw , et de m'ème par 

récurrence f fn µ, = J fn Àw , pour tout n , d'où µ, = Àw • 

1.11 COROLLAIRE • 

.§.!_ f: D - X est une section mesurable de r il existe une 

application w ,_. Àw mesurable de D ~ "'¾( X) telle que pour tout 

w, À.CtJ soit une mesure maxim,crle sur r(w) de barycentre f(w). 

Démonstration: 

Résulte de la proposition en remarquant que wt--> ôf(w) (mesure 
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f(w}) est mesurable car x ~ 8 est continue donc boré­x 

Il existe une application x ... Tx de X ~ 1,(;t X), 

rorélienne, telle que pour tout x , Tx soit une mesure maximale de 

REMARQUES. 

Une application borélienne x ~ TK, telle que pour tout x, 

Tx soit de barycentre x, est appelée une dilatation (MEYER p. 288), 

ce qui ,iustifie le titre èe ce §. Dans le m'ème ordre d'idées 

1} HERVE a montré qu'il existe une application x ~ Àx de X 

dans . .JG;( X) universellement mesurable telle que pour tout x , Àx 

soit maximale de barycentre x. 

2) CHOQUET a montré qu'il existe une application ~: t.i;( X}- )l,;( X} 

analytique, telle que, pour toute µ,, 4'(µ,} soit balayée maximale 

de µ, • 

3) CARTIER-FELL-MEYER p. 443 obtiennent que pour toute mesure 

µ, sur X il existe une dilatation x ~ Tx, telle que pour µ,-presque 

tout x Tx soit maximale. 

Enfin, signalons que CASTAI~G a montré ( [2] } , que si X est 

de dimension finie, n, et si D est compact métrisable et muni d'une 

mesure de Radon µ,, et si f est comme dans le coroll. 11 une section 

mesurable de f' , f(c,;) se représente de façon µ,-mesurable comme bary­

centre rie n+l noints extrémaux de r(w). Le récent travail d'AUMANN 

a vermis à CASTAING ( [6]) è'étendre son résultat au cas d'un 

P.['Pace mesuré abstait (0, (1, µ,). 
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~ 3. BORNE SUPERIEURE ESSENTIELLE DE MULTI~APPLICATIONS. 

Soit (.0, O..,,, µ.) un espace mesuré avec µ. 2: O, o--fini:e. 

Soit E un ensemble. On considérera sur l'ensemble des multi-applica-

tions de .0 dans les parties de E la relation de préordre 

Il r ( w) C r ( w)' 1 2 presque partout " Nous en parlerons comme d'une 

relation d'ordre, ce qui fait qu'en réalité nous énoncerons de propriétés 

des classes d'équivalence modulo l'égalité presque partout. 

PROPOSITION. 

Soit E un e.l.c.s. tel qu'il existe une suite _(e'n) dans 

E' séparant les points de E. Soit I une multi-application de .0 

dans les convexes compacts de E. Soit E l'ensemble des multi-

appl i cations à valeurs convexes compactes scalairement mesurables telles 

r( w) C I( w) p.p. Alors toute partie ~ de G admet une borne 

supérieure ~ dans é, appelée borne supérieure essentielle, et aussi 

une borne inférieure. En particulier ~ a un plus grand élément. 

Démonstration: 

D'après le théorème 0.12 il existe une suite (x'n) dense 

dans E' pour la topologie de Mackey. D'après NEVEU (démonstration 

de la prop. II-4-1 p. 43) ( llE) pour chaque n il existe une partie 

dénombrable de J:, iit"n , telle que sup {'f( x' n' r(.)) 1 r e: ~} soit 

le sup. essentiel de la famille (lf( x' n' n.)) lr E J.• On prend alors 

pour • (w) l'enveloppe connexe fermée de U {r(w) Ir E J-n, n e: tN}. 

Alors t est scalairement mesurable, riar 

\f ( x,, ~ ( w) 1 = sup { lf ( x,, ri uJ) i Ir e: u in} , et <\> e: G. 
n 

(llE) En fait NEVEU traite le cas d'une mesure bornée. 
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Il est clair que tout majorant de J: majore q>, et 4> est bien un 

maJjorant de J:. car si r é O, on a , 'r/ n 

1f(X'n1,,~(Ct.J)) > 1.rtx'n• r(Ct.J)) p.p., d'où q>(w):::> r(w) p.p. (cf. th 0.12) 

Enfin il est connu que, dans un ensemble ordonné, si toute partie a une 

borne supérieure, toute partie a une borne inférieure ( BOURBAKI [1] 

§ 1 ex. 11 p. 31). 

Nous donnons une proposition voisine de la précédente, qui 

n'utilise pas la convexité. 

PROPOS! TION. 

Soit E '-(-' un espace topologique métrisable séparable. i~=--~-~ e, 

l'ensemble des multi-applications r de D dans les fermés de E telles 

que r-(U) é a.. (où r-( u > = {wlnwi (\ u 1' cf;} pour tout ouvert u 

de E. Alors t,ou te partie J de c admet une borne supérieure 4> 

dans ë et aussi une borne inférieure. 

Démonstration 

Soit (xn)n é ~ une suite dense dans E, et {Bi)i é I la 

famille dénombrable des boules ouvertes B( xn, fl ( n é r-1 , p ~ 1 l. Comme 

dans la proposition précédente, d'après NEVEU (ibid.) pour chaque i é I 

il existe une partie rÂ- 1 de J, dénombrable, telle que 

U {r-( Bi) 1 r é v(} soit égal à l'union essentielle de la famille 

tr-1Bi>lr éirl . Soit alors ~(Ct.J) = u{n wl Ir é u li} 

car si u est un ouvert de E ' ~-(U) = U{r-( ui Ir € 

ma,; orant de /4 contient ~ . Reste à montrer que ~ 
de d. Soit ré <x.. Soit, pour p ~ 1 et w é D 

Alors r(w) = ('\ 
p 

Posons de m'ème 

. On a ~ € ~. 

Uc/). Tout 

est un majorant 



1.15 

- 33 -

et q>p(w) = U{B( xn, .111 · n p E J'p(w)}. Comme, pour tout n 
' 

{w I · n E Jp ( w)} = 1-,-·-( B( xn, 1)) 
p est contenu à un ensemble négligeable 

près dans 4·-( B( Xn, 1) ) = {wl n E J'p(W)} , on a rp(w) C. fp(w) presque p 

partout, et par suite r(w) C. <p(w) presque partout. 

REMARQUES. 

1) Si dans_ la prop. 14 on se donne une multi-application L , 

et si quel que soit r E J, on a r(w) C L(w) p.p. on a 

f(w)C I(w) p.p. 

2) Les prop. 13 et 1.4 montrent que si L est une mul ti·-appl ica-

tian, il existe une plus grande multi-application, r0 , "mesurable" 

et contenue dans L ., En particulier les sections mesurables de L 

sont (à une modification sur un négligeable près) des sections de 20 • 

Ainsi dans le lemme is ci-dessous il ne serait pas plus général d'enlever 

l'hypothèse de mesurabilité sur r (comme cela a été fait par AUMANN 

[i]·) et de supposer '{w, Yu E r(w), Il u Il~ g(w), avec g E j 1 . 

§ 4. REPRESENTATION INTEGRALE OU INTEGRATION D'ENSEMBLES 

On désigne par (D, a,, µ) un espace mesuré avec µ~O. On 

sait que pour une mesure abstraite non U-finie il faut faire l'hypothèse 

de DINCULEANU (p. 179) si l'on veut que le dual de L1 s'identifie à 

L00 , mais nous.n~en aurons; en général, pas besoin dans la suite de ce 

chapitre. 

DEFINITION. 

Une multi-applicatlon r de D dans les convexes compacts d'un 

e. l. c. E est di te scalairement intégrable si pour tout x' E E', 
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f(x', r(. )) est intégrable. 

LEMME. 

Si r est une multi-application de D dans les convexes com­

E.§:Cts non vides de mP scalairement intégrable, et si Sr désigne 

l'ensemble des classes d'équivalence modulo l'égalité presque partout 

des sections mesurables de r, alors Sr est une partie convexe 

faiblement compacte de L1~n (et donc compacte pour u(L1(Rn' L00mn)). 

Démonstration 

On remarque que si l'on pose 

où (ei) est µne base de 

!Rn , on a lluH· ~ k g( w), V u E: r( w) , k étant une constante positive. 

Par suite {wlï(w) F {o}} est u-fini (*) , et notre énoncé se, ramène 

à l'analogue, pour une mesure abstraite u-finie, du lemme 7.1 de CASTAING 

(5]·. La démonstration de CASTAING peut aisément 'être transposée 

( remarquons que pour montrer que Sr est faiblement relativement 

compact dans on peut utiliser DUNFORD+SCHWARTZ th. 9 p. 292. 

En fait Sr est une partie équi-intégrable particulière elle est 

latticiellement bornée: on peut lui appliquer la remarque de CASTAING­

VALADIER [1]· p. 10, qui est élémentaire). 

Bibl io graphie. Pour d'autres théorèmes de compact té cf~ CASTAING-

V AL ADI ER ( [ 1] · th 3 et 4 ) • 

Dans la suite de ce~. E désigne un e.l.c.s., r une multi­

application scalairement intégrable de D dans les convexes compacts 

(*) BOURBAKI [g]· dirait modéré. 
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non vides de E. On suppose qu'il existe une suite (e'nl dans E' 

telle que pour tout w (e'n) sépare les points de r{c,;). 

NOTATION. 

On désigne par fr l'ensemble des sections sc~lairement 

mesurables de r, et par Sr le quotient de )r pour l'égalité 

presque partout (ce qui équivaut à l'é[!-lité scalairement presque par-

tout.) Pour tout Z E Q on pose 

Az = {ç E E•*l<x', ,;> :5 Jz'f(x', r(w)) µ(dwl, Vx• E E'}. 

LEMME. 

Les ensembles Az sont faiblement compacts et non vides. Toute 

../) 

section f E Jr est scalairement intégrabl~. et J Z fµ E Az· 

Démonstration 

L'ensemble Az est borné donc faiblement précompact. Il est 

fermé dans E' * muni de u(E'*, E' ), donc faiblement complet. Enfin 

on a: -lf!--x', r{c,.,,)),:::: <x', f(w)> ~ tp(x', r(w)), donc 

f est scalairement intégrable, et <x', rz fµ> ~ [ 'flx', . z 
r(.) )µ 

' 

d'où J 
z 

fµ E Az . Cela prouve aussi que Az est non vide (car il 

existe des sections scal ai rem en t mesurables), mais on peut le montrer 

autrement ( et les propriétés de Az ne dépendent pas de l'existence 

de la suite ( ê' ) n c f. V AL A DI ER ( J_] ) • 

On sait que 1 a fonction d' appu'i de 1 a somme de deux convexes 

compacts, ou de l'homothétique de rapport > 0 d'un convexe compact 

s'obtient par la mêrne opération sur 1 es fonctions d'appui ( cf. HORMANDER). 

Nous allons étendre cette propriété à une int,é grale ( on peut remarquer 
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que seul le cas de la dimension 1 est trivial). 

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème de 

STRASSEN. Nous le démontrons comme le th. 8.8 de CASTAING [5). Il nous 

sera utile pour étendre le théorème de STRASSEN (th. 19 ci-dessous). 

THEOREME. 

Si r est une multi-application de D dans les convexes com­

pacts non vides de !Rn scalairement intégrable, Sr est contenu dans 

L 1 ( cf. lemme 15) et l'ensemble· {J fµ, I · f € sr} est convexe com-
!Rn 

pact non vide, de fonction d'appui 

x' J If (x' , r( w) ) µ,( dw) • 

Démonstration : 

Désignons par A l'ensemble {ffµ,l·f €sr}. D'après le lemme 

15, A est compact, car l'application f t-+ J fµ, est continue puisque 

· 1a topologie de IRn est la topologie faible, et que pour tout x' € (IRn)' 

on a <x •, J fµ,> = <x • X n , f>. 

De plus A est convexe et non vide. Il est facile de voir 

que 1 'x', A) ~ J (f ( x', r( wl) µ,( dw). L' inégalité inverse résulte du 

fait qu'il existe une section f € J'r telle que 

<x', f(w)> = lf (x', r(Cù)) (cela résulte de la proposition 6~ 

Bibliographie. Ce résultat (.au moins pour µ, bornée sans atomes) 

était connu de RICHTER [1] , KELLERER et OLECH [~ • L'intégrale 

de Riemann a été considérée par HUKUHARA. 

On sait (BOR.MANDER, GHOUILA-HOURI) que l'espace CK (IRn) des 

convexes compacts non vides de !Rn, muni de la métrique de Hausdorff 
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et de sa structure de cône convexe, se plonge dans un espace de Banach 

que 1' on peut prendre isomorphe à 1 'espace des fonctions continues 

positivement homogènes sur ( IR.n l '' muni de la norme de la convergence 

uniforme sur la boule unité alors le plongement fait correspondre à 

un convexe compact sa fonction d'appui. Désignons par H cet espace 

de Banach et par i : CK (ffin) - H, l'injection. On a alors la: 

PROPOSITION. 

Les relations suivantes sont équivalentes 

a) r est scalairement intégrable, 

r yHl b) i o appartient à <>t: 

cl r est scalairement mesurable et toute ·section mesurable est inté-

grabl e. 

d) r est scalairement mesurable et telle que If ulf $ g(w) 

't/ u E r( w), j7' Cù 

el Si µ est constituée d'une masse unité en chaque point de D: 

"l'image par i de la famille (r{w))w En est sommable dans H" (*) 

Si ces relations sont vraies l'intégrale dans H est l'image par i 

de { r f µ I · f E sr} . 

Démonstration : -----------------
Il est é v i dent que d ~ c • Et c =} a gràce à la proposition 

6. Enfin a~ d a été établi dans la démonstration du lemme 15. On 

.. 
a b~d d'après la formule (HORMANDER) 

If i O n w) Il ·- sup { 1 'f ( X t , n c,;) ) 1 l lx • 11 ~ ü , 

et le fait que la mesurabilité scalaire équivaut à la mesurabilité pour 

la topologie de lfausdorff (th. 0.11). 

(lf) Dans ce cas b) signifie que la famill,c~ est absolument sommable. 
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Enfin b ........,e trivialement, et en utilisant la fonction d'appui 

e ==,. a. Explicitons ce dernier point. Supposons pour simplifier 

CK(IRP) CH. La fonction lflx', .) se prolonge en une forme linéaire 

continue sur H (qui à une fonction continue positivement homogène 

fait correspondre sa valeur en x') ( de plus ce prolongement est unique, 

mais cela ne sert à ~ien ici). Alors si e est vraie la famille 

(~(x', r(w)))W ED_ est sommable, ce qui signifie 

~{ X r ' n . l l E fl ( D., (,l' µ,) • 

Comme CK(IR.Il) est complet (muni de la dist.ance de Hausdorff), 

i(CK(ffin)) est fermé dans H et l'intégrale de i or appartient à 

i(CK(IRP)). D'après ce que l'on a dit précédemment sur 'f(x', .), si 

on considère JI i o r)/.L comme un élément de CK((R.Il), sa fonction 

d'appui est x' •~ [4'!x', r(w)) µ,(dw) ( fonction linéaire continue 

d'une intégrale), ce qui avec le théorème 17 établit la dernière 

assertion. 

REMARQUE 

Ce résultat est donné en partie par DEBREU, qui étudie l'inté-

grale dans H. 

Revenons à un e. l. c. s. E • 

THEOREME. 

Si r est une multi-application de D. dans les convexes compacts 

non vides de E, scalai.rement intégrable. 

1) S'il existe une suite ( e' n) dans E' qui sépare les points 

de AD_ f'i E et telle que pour tout w , ( e' nl sépare les points de 
---... -•M•o,-•----.. ----•--•--~-

r(w), et si pour toute f E fr, J f µ, E E, alors 

AD_('. E = {J fµ, 1 f E ! 1 } et, _pour tout J. ,; E' 
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max {<x'• x> 1 XE Ann E} = fif (x', r(w)) µ,(dw). 

2) si de plus E est semi-réflexif, An est contenu dans E. 

REMARQUES. Au contraire du théorème 17 on n'utilise pas dans 1 a démons-

tration la compacité de Sr • Des conditions sutfisantes pour que 

f fµ, E E sont données dans le chapitre O 1§ 6). Ce théorème couvre à 

la fois le théorème 1 de STRASSEN (p. 424) et les th. 8.8 et 8. 1.2 de 

CASTAING (5). (cf également IONE~CU TULCEA (A.)). Ce résultat a été 

obtenu dans les Banach réflexifs (pas forcément sëparables par CASTAING 

(10) th. 3 • Le théorème de STRASSEN a été redémontré par LEVIN. 

Démonstration. 

1) Soit é; E An I"'\ E. Soit Fn le sous-espace de E· engendré 

par (e' 0 , ••• , e'nl Alors x' ... lf(x', r(c,.:)), restreinte à Fn, 

est la fonction d'appui d'un convexe compact rn(w) de F'n. D'après 

le théorème 17 la restriction de la forme linéaire <.' c;> 

sur E', est de 1 a forme [ ·· 1• µ, . 'l'n ' OÙ 1/fn E cfr 
n 

Soit 1! un ultrafiltre sur iN plus fin que le filtre de Fré .. 

chet. Posons pour p ~ n, V'n,p(<.ù)::: i/Jp(w)IFn. Alors d'après le lemme 

15 (t/Jn,p)p ~ n admet une limite suivant 1l t/Jn,ro dans 

Montrons que t/Jn+l 00(w)IF = t/Jn 00(w) 'p.p. En effet pour 
' Il ' 

Z E Q, on a 

[ <e' 1·' . z 

= lim r 
p z 

t/Jn+1,ro>µ,-= lim 
p 

<e' . ' t/; >µ, = 1 n,p r <e' ' i_/; w>/..l Z i n, 

J1 f(li. bl e. 
F' n 

i ~ n et 

On peut donc supposer que t/Jn+l 00(w)j-F c:-. ,j;n 00(uJ) pour to•.1L w et pour , n , 

tout n. Pour w fixé, les ,J;n, 00(w) définissent une forme linéaire L 
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sur U Fn , qui est ma,iorée par (\>(., r(w)). D'après le lemme de MEYER 
n 

p. 271 on peut prolonger L à E' entier en gardant la majoration 

par if(., r( w)). Le prolongement est une forme 1 inéaire dé finie par un 

point f(w) appartenant à r(w). D'après la proposition 4 f est 

scalairement mesurable. Comme f fµ, appartient à An (l E , et que, 

par construction de f, on a 

<e'n• J (u> ·.: [<e'n, f(wi > µ,(dw) "<e'n, ,:;>, 'ïJ n, 

on a f fµ, ::: c;. Enfin montrons la formule de l'énoncé. Soit x' E E'. 

D'après la proposition 6 il existe 
y 

f E d r · te 11 e que 

<x' , f( w) > - 4\ ( x' .. r( w) ) t w. Il en résulte que 

<x I , I fµ,> - I lf ( XI ; n w)) µ,( dw) • 

2) Si E est semi-réflexif, Anf'i E est faiblement compact 

(car trace sur E de An qui est faiblement compact) et convexe. 

D'après la formule du 11 les demi..:espaces faiblements fermés de E'* 

contenant AD., ou An (lE, sont les mêmes, de sorte que An = An O E. 

On peut maintenant étendre la pro. 18 de la façon suivante 

(énoncée par DEBREU th. 16.5) mals la démbnstration est erronée). 

Soit E un Banach séparab_le. On désigne par---~ l'espace de 

Banach des fonctions positivement homogènes sur E' continues sur la 

boule unité B' de E' pour la topologie de la convergence compacte, 

muni de la norme de la convergence uniforme sur B' (en fait les élé-· 

~_,1.P ments de Jv sont continus sur E' c grâce au théorème de Banach-Dieudonné). 

Soit r une multi-applica~ion mesurable de n dans les convexes corn-

pacts non vides de E. Or: a ( en notant \.{K la fonction d'appui de K) 

lllj'r( eu) I~-, suµ {·Il x Il I x E r( ,.,,,)}. Si cette fonction de w est inté­

_gr~_~J .. e 

1) l.' ensemble [ fµ, i. f E 't r}.I noté [ rµ,) est convexe compact 



- 41 

2 ) If frµ, = Jl('r(w) µ,(dw) ( intégrale prise dans 1tl, 

3) (x') =flfr(w)(x') µ,(dw) pour tout x' E E'. 

Démonstration: 

Il est clair que 'Sr cJ:,1 • Soit q> l'intégrale oans ~ 
E 

de li r(.) • Comme, pour x' E E', ,.f; •• ,j;{ x') est une forme linéaï.re 

continue sur ~' on a q>(x') =Jifr(w) (x') µ,(dw). D'après le théorè-

me précédent 

Jrµ,={Jfµ,l·fEj'r}={xEEIVx•, <x',x> < ~(x'JL 

Comme q> est continue sur E' c , J rµ, est compact. Il est alors égal 

à An, ce qui établit le 1). La fonction <;> est la fonction d· appui 

de J rµ,, ce qui établit le 2). Enfin le 3) ne fait que réexprimer le 

théorème 19. 

1.20 Voici un corollaire facile qui étend le th. 52 de MEYER (p'302) et le 
th 8.9 de CASTAING[~ 

COROLLAIRE. 

Si X est un espa_ce localement compact polonais, et si l'on 

pose E = J/.o( X) muni de 1 a topologie vague_, et si r est une mul ti­

appl ication de n dans les con~exes compacts non vides de (X+IX) 

scalairement intégrable, alors l'ensemble {f>--.(w) µ,( dw) Ir... E ~gr,} ~~~t, :;1n1: 

partie convexe compacte non vide de JI:,+( X), et sa foncticm~ d'appui 

est f .... J f ( f, r( w)) µ,( dw) ( f E 'j({ X)). 

Démonstration : 

Il est connu qu'il existe une suite (fn) dans :k'!X) sépa-­

rant les points de Jb{X) (il existe meme une suite dense dans i((X) 

pour sa topologie limite inductive : BOURBAKI [g) § 3 n° 1 1 emme 1 

p. 21 et fid § 3 n°1 lemme 1 p. 57). Montrons que An est contenu 

dans E. Soit t; E An et f E °j(+(X). Alors 
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<f, ç> ~ - J '{>(-f, r(w}} µ( dw} ~ 0, 

ce qui prouve que ç est une mesure positive sur X. 

REMARQUE. 

En fait 4tX) est le dual d'une limite inductive stricte d'une 

suite de Banach séparables, et d'après le ch. O § 6, même si r(w) 

n'est pas contenu dans J&._( X), on aura J À( w} µ( dw) € Jlt X) pour toute 

car ,/{,( X) est semi-réflexif ( puisque 1(( X) 

est tonne lé). 

§ 5. EXTENSION DU THEOREME DE LJAPUNOV~ 

P;our la clarté de l'exposé il est préférable de traiter d'abord 

la dimension finie. Toutefois le théorème suivant n'est pas nouveau. 

Sa différence avec le théorème de CASTAING ( [2] et [ 5) th. 7.6) est 

que D est un espace abstrait au lieu d'un compact ·métrisable (la 

méthode de Castaing peut être utilisée grice à AUMANN [2], cf. CASTAING 

[6] ). En fait notre énoncé est équivalent à celui de KELLERER ( qui 

améliorait RlCHTER). On.trouve déjà ce genre de théorème pour une multi­

appliœ,tion constante égale au simplexe de (Rn dans DVORETZKY-WALD­

WOLFOWITZ, puis pour une multi-application constante égale à un convexe 

compact de &Rn dans BLACKWELL et dans KARLIN ( ave.c une démonstration 

non probante), puis KARLIN-STUDDEN • 

.. 
On note K l'ensemble des points extrémaux d'un convexe corn-

pact K • Etant donné une multi-application r à valeurs convexes 

compactes, on note if l'ensemble des éléments f de '°Sr tels que, 

.. 
pour tout w, f(w)€ r(w). 
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1. 21 THEOREME. 

Soit µ, = (µ, 1 , ••• , µ,p) une mesure vectorielle à valeurs 

dans (RP, sans atomes, sur D (lf), Soit l,.d = l,.L1 1 + ••• + lµpl • 

Soit r une mul ti-application de D dans les convexes compacts non 

.vides de Rn scalairement 1 µl-inté grable. On pose, pour f € 'Sr , 

f f ® µ, = (.f fµ, 1 , ••• , J fµ,p) € (IRn)P. 

Alors l'ensemble {J f 0 µ, 1 f € ~f' } est égal à {J f ~ µ,j f € ir} 

e~· convexe compact non vide. 

Démonstration: 

Posons A = {J f 0 µ,j ·f € j' r} et B = {J f ~ µ,j. f € Jf'} • 

Alors A est convexe compact non vide, d'après le lemme 15. On va 

montrer que B est convexe. Pour cela soit f et g appartenant à 

-S·· r . Soit À. la mesure vectorielle définie sur a, par 

À. ( z i = r ( g_ ri ® µ, • . z 

Alors À. est une mesure bornée sans atomes. D'après le théorème de 

Lj apunov ( cf. LINDENSTRAUSS. ,· Il y est énoncé dans le cas où les 

composantes À.i sont positives, mais on peut se raJ!lener à ce cas par 

décomposition des À.i en parties positives et négatives) l'ensemble 

{'A.( Z) l ·z. e Q} est convexe. Donc tout barycentre de J f @ µ, = 

= 'A.(f) + f f G 
·n 

µ, et de J g ® µ, = 'A.( Dl +Jnf®µ, est de 1 a forme 

'A.( z) + Jn r ~ µ, • 

Or on a À. ( z) +Jnr@µ,= In h 0 µ, avec 

h( Cù) = {él«>I si Cù € z 

f( Cù) si Cù t z ' donc h € ':ff • 

( llE) Siµ, n'est pas bornée, on ne peut la définir sur une tribu, mais 

on désignera par Q. 1 a tri bu dès ensembles 1 µj :...mesurables. 
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Comme en dimension finie un c0nvexe compact est l'enveloppe 

convexe de ses points extr-<§maux, il suffit de montrer A ( B • 

•• Si ç E A il existe une base (e'i)l ~ i ~ np de (~n)p 

telle que ç soit le maximum lexicographique de A pour l'ordre associé. 

Soit f E Jr telle que ,:; = J f ~ µ,. Soit 4'k E cÎ 00(D., ll, jµ,j) une 

densité de µ,\r par rapport à jµ,j. Pour w ED. désignons par z' i(w) 

1 a forme 1 iné aire sur x , ... <e'i, (f1 (w)x, ••• , \'p(w)x)>. Posons 

r 0 = r et pour 1 .s i < np 

Les ri sont scalairement mesurables d'après la proposition 9. On voit 

par récurrence sur i que f{ w) E ri ( w) !Ml-presque partout. 

En effet si f( w) E r, 1 ( Cù) 
l-~ 

et s'il était faux que 

jµ,j-p.p., on aurait 

Eri prenant g E Sr. ' 
on aurait 

l 

J <z' i' f> 1 µ,j. < J <z' i> g> IJ.LI et "'.i < i 

J < 1 
. z .i ' f> 1 µ, 1 · := J <z' j' g> jµ,j 

Il suffit de remarquer que J <z' i' f> j µ.j = <e' i' r f l8 µ,> 
' 

pour 

conclure que J f ® µ, ne serait pas un maximum lexicographique. 

On a donc f(w) E rnp(w) 1 µ·!-presque partout. On va montrer 

que IJ.Ll-presque partout, rnp(w) est réduit à un point de r(w), et 

cela terminera la démonstration, puisqu'alors ,;; E B. Il suffit de 

montrer que jµ,jpresque partout les z'i(w) séparent les points de IRP. 

Or si x E IRP, et si l'un des ~'k(w) est/= 0, on a 

!•l Su~ un ensemble de mesure > O. 



- 45 -

Et pour 1 :ul :-.presque tout w , l "un des <fiel w) est /:- 0 car 

2'. ltfk(w) I· = 1 presque partout. 

1. 22 THEOREME. 

(RP 

soit µ, = (µ, 1 , ••• , µ,pl une mesure vectorielle à valeurs dans 

sans atomes, sur D. Soit l:ul· = l:u1 1 + ••• + 1:upl • Soit E 

un e.l.c.s. tel qu'il existe une suite (e'nl dans E' sé_parant les 

points de E. Soit r une multi-application de D dans les convexes 

compacts non vides de E scalairement l:ul-intégrable. On pose, pour 

f E ~r, J f ~ µ, = 1f f µ,1' ••• , J f µ,P). Alors si l'ensemble 

A = {J f ®µ,If E ~r} ( contenu a priori dans ( E' *)P) est contenu dans 

EP et compact, le sous-ensemble B = { f 0 µ,l ·f E 'fr} est dense dans A. 

REMARQUE. 

Une condition suffisante pour que A soit contenu dans EP 

et soit faiblement comp3.•Ct est donnée par le corollaire du th. 3 de 

CASTAING.LVALADIER [ 1]. 

Démonstration: 

On reprend en partie la démonstration du théorème précédent. 

Soit ~ un maximum lexicographique de A , défini par une suite (x'nl 

de points de (E' )P que l'on suppose séparant les points de EP (on 

va laisser les (x'nl fixes pour n ~ 1 et faire varier seulement 

x'o). Soit f E lr tel que J f@ µ, = {;. Avec les (x'n) au lieu 

de 

partout, n rn(w) 

que ?; E B • 

on définit une suite de multi-applications r n 

l:ul-presque partout et que, l:ul-presque 

.. 
soit réduit à un point de r(w). Il en résulte 
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Quand x' 0 parcourt (E' )P, les points ç parcourent un 

ensemble dont l'envelopp~ convexe fermée est A (cela résulte du 

théorème de Hahn-Banach et a dé.j à été remarqué dans le n° 5). Il 

suffit èe montrer que B est dense, faiblement, dans son enveloppe 

convexe. Soit un barycentre ç = a1 t 1 + ••• + an tn, où 

çi =J fi:&µ,, avec fi E lf. Soit y• 1 , ••• , y'm appartenant 

à CE' )P et f > 0 On cherche à montrer qu'il existe f E Jf tel 

que, y· ,j, 1 <y' . , t - .r f ~f.l, :;; e 
,1 

et on va même obtenir 

<y•.' t 
.1 

J f ~ µ> = 0 En effet soit la mesure vectorielle À, 

définie sur G.. et à valeurs dans Rnm donnée par 

À ( z) = ( <y I • 1 r f • e µ,> ) 
J Z 1 l~i<n 

1 ~ ,j ~ m 

Remarquons que cela a un sens, et que les sont bornées, 

puisque les fi sont scalairement jµj-intégrables. De plus les 71.i.j 

sont sans atomes car ~llés sont absolument continues par rapport à 

1 µj ·• Posons 111.I = L 171. .. ,. 
l,1 

Soit Ln le simplexe de mn, et notons 

également Ln la multi-application constante. Cette multi-application 

est scalairement 111.l-intégrable (puisque 111.I est bornée). On peut 

appliquer le théorème précédent à :Z:n et à À • Soit dé finie 

par, If i, V w, hi(w) = ai • Alors il existe h' E ~f telle que 

fh®À = J h' 3 À. On a ({ h'® À) ... = ([ h ® À)· • . = 
· l, l , .1 · l , l , ,1 

Posons f(w) = L h' i(w) fi(w). Alors f E '3f. De plus 

= ( [ h' ® À ) • • • , on a : 
l , l , ,l 

ce que nous a viens annoncé. 

BibliographLe. D'autres extensions, en dimension infinie, ont été pro­

posées par CAS'rAING [1] et KINGMAN-ROBERTSON. 

Cf. également IOFFE-TIHOMITOV (prop. 1.8 p. 71) et UHL. 
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§ 6. EXTENSION DU THEOREME DE LEBESGUE-NIKODYM. 

Le résultat de ce pRragraphe (VALADIER [1]) a été établi 

indépendamment par G. Debreu et D. Schmeidler, qui utilisent un théorème 

de Lebesgue-Nikodym vectoriel de RI EFFEL ( cf. DEBREU-SCHMEIDLER). 

Pour le théorème de Lebesgue--Nikodym classique, BOURBAKI [g] · 

se remène à un compact. Ici, nous nous restreignons à des mesures 

bornées. Le passage à d'autres cas (par exemple mesure défini sur un 

~ocal~ment compact, ou sur un clan de parties d'un ensemble) serait 

facile. 

THEOREME. 

Soit { D, a., µ) un. espace mesuré, avec µ, ~ 0 bornée, et 0-1 

µ,-comoléte. Soit M une multi-application de C. dans les convexes 

comRacts non vides de âRn (ou de lflN muni de la topologie produit). 

1) On suppose a) ou bien M est o--addi ti ve et 

µ,( Z) = 0 ~ M{ Z) = {o} ; b) ou bien M est additive et 

y x' (!Rn l, (ou x' {!RN), '"v (R(N) ), \J € > 0 :l 77 > 0 tel E E '"v 
} que 

µ,( Z) < 77 entraîne 'f (X',. M{ Z)) ~ E ( en dimension finie il est équi-

valent de supp~ V€ > 0 , ::1 77 > 0 tel que µ,( Z) < 77 et 

x E M(Z) entralne llxll· < E i. 

Alors il existe une multi .. application r de D dans les 

convexes compacts non vides de ~n (ou ~W) scalairement µ,-intégrable, 

telle que M( Z) = 1 r( w) µ,( dw) ( * l 

(;,q C'est l'ensemble Az de la notation 16 que l'on note ainsi, car 

il est contenu dans IRn (ou Œtt,ll (remarquer que {fR'NJ•* = ŒfN). 
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2) Si on ne se donne pa~ µ, mais seulement M u-additive 

sur fJ.,•' il existe une.mesure bornée positive sur 

v(Z) = 0 entr~tne M(Z) = {o} • 
..,., .. ,,... ..•.. ,,, ......... ,... .... ._ 

Démonstration : 

,.,, 
\..\.,' V ' telle que 

1) Pour tout x' et Z e a posons mx,(Z) = f(x', M(Z)) 

Avec l'hypothèse a), mx' est une mesure à valeurs dans [R, donc 

bornée ( cf. l-l'EVEU), et absolument continue par rapport à µ • Passons 

à l'hypothèse b). On remarque que ~(x', M(Z)) ~ - ~(-x', M(Z)), d'où 

4:(x', M(Z)) ~ _{: pour µ(Z) assez petit. Donc 'If> 0, :l7/ > 0 tel 

que I m x , ( Z )i - < f si µ ( Z) ~ 7) La continuité séquentielle ( cf. 

NEVEU) de mx' en résulte, et là encore, mx' est une mesure bornée 

absolument continue par rapport à µ. L'équivalence signalée entre 

parenthèses résulte du fait que si x e M(Z) on a 

lbdl-- ~ k sup 
1 5 i -_::; n 

('f(e'i• M(Z)), lf(-e'i• M(Z))), OÙ est une 

base de (!Rn)' et k une constante. 

Remarquons que l'on a les propriétés de sous-linéarité 

mx'+y' 5 mx' + ny, (1) et mÀ.x' = À.mx' (À.~ 0) (2). Soit 

,/, ' 1 r, I'.! 'f'x• e L ( it, ..t, µ) la densité de mx' par rapport à µ. Les V'x• 

vé-rifient les relations (1) et (2). Supposons que l'on ait trouvé 

. "·1 des 'IJ!x• e Ci!. (D, (l, µ) représentants des V'x• , vérifiant ( 1) et 

( 2). pour tout Cù • Alors x' '""lflx• (Cù) est la fonction d'appui d'un 

convexe compact non vide r(Cù). La multi-application r est scalaire-

ment µ-intégrable, et V z e e: .. , f r µ = M(Z). Montrons l'existence . z 

des 1'~• . Plaçons-nous dans le cas de ,p.N. 

2-n ( Ife' n\ 
la base canoni-

que de 
llf'e• ~ 
W n~h 

et soit f = I 
n e1N 

------------·--···-·------·-------·-··--·---·-----------------·----------·-------------·-··------·-•--·-••--·-· 

I'-') Cela se simplifie de façon évidente dans le cas de ·Rn. 
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De par ce choix pour tout x' il existe k: > 0 tel que 1 f xl · ~ k f. 

Soit f' € .il( .0, a.., µ,) un représentant de f. Posons pour n E (N' 

.On = {c,;J n s f' ( w) < n+Ü • Sur chaque .On 1 es VJx• sont essentielle-

ment bornées. On obtient les 'lfx• en appliquant '1e théorème àe rel.è-

vement de L00 ( cf. MEYER p. 195) sur chaque .On , et en recollant 

1 es morceaux. 

2) Il suffit de prendre une mesure v bo~née positive telle 

que toutes les mesures me' et m_e• soient absolument continues 
n n 

par rapport à v • 

REMARQUE. 

CASTAING a établi ( [a] et [g]) des résultats du m'ême type 

dans les e. l. c. s. I) faut des hypothèses supplémentaires, Dans le cas 

le plus simple on trouve que r(w) est contenu dans un compact fixe, 

par une application immédiate du théorème de relèvement de L00 • 

§ 7. CONTINUITE DES MULTI-APPLICATIONS. 

Rappelons le lemme suivant dO à CASTAING (pour une démonstration 

c f. V AL ADI ER [ 3] p • 4 ) • 

LEMME. 

Soit T un espace topol~.J{~:.__:.!:.._ r une mul ti-appl i cation 

de T dans le~ convexes C?_~:;cts d'un e.l.c.~. E. Pour que r soit 

s.c.s. en t 0 pour la __ topolnRie affaiblie, il faut et il suffit que, 

pour tout x' E E', tH 'f(x', rtt)) soit s.c.s. en t 0 • 
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i. 25 LEMME. 

Soit T un espace topologique, E un e.l.c., K un compact_ 

de E, et r ?ne multi-application de T dans les convexes compacts 

9..~ K . Pour que r soit s. c. I. en to ' 
il faut et il .suffit _que,_ 

pour tout x' € E' 'f ( x'' n.)) soit SCI en to• ____ , ___ , ____ 
' --•--6-~ ............ ~·---•-

Démonstration. 

Le cas r(t0 ) = ~ étant trivial, supposons r(t0 ) F ~. 

1) Supposons r SCI en t 0 • Soit x' € E' et E> 0 • Alors 

{x € E I· <x', x>- > 'f(X', nto)) - é} .est un ouvert rencontrant nto). 

Il rencontre donc r(t) pour tout t dans un voisinage de t 0 • Et 

cela entraîne r 
i:. • 

2) Supposons les 'f ( x', n.)) SCI. Soit U un ouvert de K rencon­

trant r(t0 ). Sans restreindre la généralité on peut supposer que 

0 € r(t0 ) fÎ U. Soit V un voisinage convexe de .0 dans E tel que 

V 0 K C u. Il suffit de montrer qu'il est absurde de supposer l' exis-

tence d'une suite généralisée (ti)i € I convergeant vers t 0 et telle 

que nt. )/î V = cf, 
' -V i . En effet, si cela est, soit, pour chaque 

. l 

i € I, x'. 
l 

€ E' tel que <x' i' x> ::; 1 
I 

'if X € V et <x' i• x> ~ 1 

V X € n ti l. Cel a implique lf(-X'i• r( ti)) < -1 . Soit x' une· 

valeur d'adhérence de ( x' i) dans V0 pour la topologie de la conver­

gence compacte (topolo~ie pour laquelle V0 est compact). Comme 

0 € r1t0 ), on a ~'(-x', r(t0 )) ~ O. Par ailleurs si x'i est assez 

voisin de x', on a 4"(-x', I)::. 41-x•i• L) + ~ pour toute partie 

convexe compacte L de K. Par suite Vi, )j 2: i tel que 

~(-x', rit.))::; - ~ ,1 ce qui contredit le fait que 1.f 1-x', n.)) 

soit SCI en t 0 • 
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COROLLAIRE. 

.§21..1 T un espace topologique localement compact ou métrisable 

E un e.l.c.s. et r une multi-application de T dans les convexes 

_compacts de E, telle que pour tout x' e E', 'f( X 1 , f{ • ) ) SO i t 

continue. Alors r est SCS et SCI pour a(E, E') et mime pour la 

topologie initiale si E est un espace de Montel. 

Démonstration : 

D'après l'hypothèse sur T on peut se restreindre aux parties 

compactes de T ( si T est métrisable il suffit de considérer des 

{t, 1· n } -partie$ tn e IN OÙ tn - t ) . On peut donc supposer T 

le lemme 24 f( Tl = u f( t) est a(E, E') corn-compact. D'après 
t e T 

pact et on peut appliquer le lemme 25. Si E est de Montel, f( T) 

est fortement compact. Le lemme 25 donne la SCI pour la topologie forte, 

et comme r est de graphe fermé, r est fortement SCS. 

1. 27 COROLLAIRE. 

Soit T un espace topol~ique et r une multi-a:eplication 

de T .dans les convexes compacts de fFi,Il telle que pour to~ x' e (CRn) ', 

tp (x', rt. )) soit continue. Alors r est cmtinue. 

Démonstration -------------
Soit t 0 e T. Soit (e'il une base de (~n)'. Soit V un voisi-

nage de t 0 tel que 1 es ip(e'i• f{.)) et 'f(-e't• f{.)) soient 

borné es sur v. Alors U {f( t l I · t ~ V } est borné et 1 es arguments 

sont les m~mes que dans le corollaire 26 (dans le cas d'un espace de 

Montel.) 
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CHAPITRE II 

SOUS-DIFFERENTIELS DE CERTAINES FONCTIONS CONVEXES 

~ 1, FONCTIONS CONVEXES A VALEU@ VANS UN ESPACE VECTORIEL ORDONNE. 

Dans ce chapitre E désigne un espace vectoriel réel, C un 

convexe de E et x0 un point de C. 

Soit F un espace vectoriel ordonné. On note ~ l'ordre, et 

F+ l'ensemble des éléments > O. On sait que x:?: y équivaut à 

X-Y E Ff_, et que F+ est un cône convexe pointé saillant ( i.e. 

DEFINITION. 

On d-i t qu'une fonction f 

V a E [o, 1]; Vx , y E C ; on a 

C - F est convexe si 

f(ax + (1--a.)y) ~ a f(x) + (1-a) f(y). 

On dit que p E -~ F est positivement homogène si quels que 

soient x E E et À E R+ , p(t,x) -- Àp( x). On dit que p est ~­

additive si, quels que soient x et y, p(x+y) S: p(x) -i- p(y). On 

dit que p est sous .. J.inéaire si elle est positivement homogène et sous-

additive elle est alors convexe. 

On se propose d'étudier la sous-différentiabilité des fonctions 

convexes (problème déjà abordé par RAFFIN) 

Les propriétés des fonctions convexes d'une variable réelle 

jouent un rôle fondamental. On a la propriété suivante (classique pour 

les fonctions numériques, et dont la démonstration est identique). 
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PROPOSITION. 

Soit I un intervalle de ~, lf:I-F une fonction convexe 

Alors, sur la fonction 

est croissante. ----···-·---

2. 2 DEFINITION. 

On appelle sous-gradient de f en x0 , toute application ------
linéaire T E - F (continue, si E et F sont des e.v.t.) telle --•--•-•---h-- -------••-'"-•--.••••'-'•-•- •-•-••--

x € C. L'ensemble èes sous-

graèien_ts _est _aP_P~!i._ sous-différentiel, et noté "af( x0 ). 

2.3 DEFINITION. 

Si dans F 

rieure, et si --- ··---- ... -· , ______ , __ _ est absorbant dans E, on note f'(x, h) (pour 
··- -··-·· .... -····-- - 0 

tout h € E) .!.:.~~~~ent. de F dé fini par 

in f { f( x0 +Àh) - f( x0 ) \ > \ } ----x----- f\. O, x0 +/\.h € C • 

REMARQUE. 

Par symétrie toute suite décroissante et minorée a une borne 

inférieure. Pour définir f'(x0 , h) il suffit de prendre la borne 

{ f( x0 +Ành) - f( x0 ) } \n 
inférieure de ----,------ où /\. est une suite décroissante 

Àn 
tendant vers 0 telle que À > 0 n et Cette borne 

inférieure existe car on obtient, d'après la proposition 1, une suite 

décroissante et minorée (par exemple par 
f( x0 ) - f( x0 -µ.h) 
----------·- pour un 

µ. 

µ. > 0 suffisamment petit pour que x0 - µ. h € C). 

PROPOSITION. 

Sous les hypothèses de la_~d~fi_n_i~ion_p~écé_9ente __ la __ fonction 

h ';... f'(x0 , h) est sous-linéaire. 



- 55 -

Démonstration -------------
Elle est évidemment positfvement homogène. Montrons la sous­

additivité. Soit (Àn) une suite décroissante, de nombres> 0, tendant 

vers O et telle que À0 soit assez petit pour que x0 + 2 À0 h 1 et 

f(x 0 +Àn(h 1 +h 2 )) - f(x 0 ) 

Àn 

f(x 0 +2Ành 1 ) - f(x0 ) 

2Àn 

Désignons par an et bn les deux derniers termes. Les suites (an) 

et (bn) sont décroissantes et minorées. On a trivialement 

inf ( an+bn) = inf ( an+bm)• D'après BOURBAKI [3] ( ch. V! § 1 n° 8 
n n,m 

prop. 6 p. 12) inf ( an+bm) = inf an + inf bn .Par suite 
n,m 

2.4 ~OSITION. 

2. 5 

Sous les hypothèses de la définition 3, pour qu'une application 

linéaire T': E - F soit un sous-gradient en x0 il faut et il suffit. 

™. T(h) S: f'(x 0 , h) pour tout h € E. 

Démonstration 

1) Supposons T(h) S: f'(x0 , h), pour tout h. Soit .x € C. 

résulte de la définition de f'(x 0 , .). 

21 Soit T un sous-gradient. Soit h € E. Pour tout À> O, 

assez petit pour que x0 + on a T( Àh) S: f( x0 +Àh) - f( x0 ), 

et T(h) S: f'(x0 , h). d'où T( h) S: 
f( x0 +Àh) 

À 

Rappelons une définition ( cf. PERESSINI p. 61). 
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DEFINITION. 

Un espace vectoriel topologique ordonné, F est,Ai t_ normal 

() ...... 
s'il existe un système fondamental de voisinages de O, v, tel que 

V E 'i)'', x E V , y € V -~ [ x, y] C V (on note [x, y] l'intervalle 

au sens de l'ordre d'extrémités x et y : {zlx S: z S: y}). 

Rappelons aussi qu'on appelle treillis vectoriel complet (ou 

selon BOURBAKI [s]·, ch. 2 § 1 n° 3, espace de Riesz complètement 

réticulé) un espace vectoriel ordonné filtrant où toute partie non vide 

m a,j orée a une borne supérieure. 

THEOREME. 

Si E est un e.v.t. et F un e.v.t~ ordonné normal qui soit 
0 

un treillis vectoriel complet, si x0 E C et si f est continue en x0 

alors le sous-différentiel "algèbrique" ( lfi) est identique au sous-

différentiel topologique. 0f(x0 ), et c'est une partie convexe non vide 

équicontinue de j, (E, F) • De plus on a la formule 

f'(x0 , h) = max {T(hll-T E 0f(x0 )}. 

Démonstration : 

Il est évident que 0f(x0 ) est convexe. Les voisinages de 0 

dans F, V, tels que x, y EV ~ [x, y]· C V et symétriques for­

ment un système fondamental de voisinages. Soit V un tel voisinage. 

Soit U un voisinage symétrique de O dans E tel que x0 + U CC 

et que x - x0 EU =9 f(x) Alors si T est un sous-

gradient "algébrique", et si h EU, on a T(h) S: f(x0 +hl - f(x0 ), 

(*) C'est-à-dire qu'on oublie les structures topologiques de E et F. 
( cf. déf. 2) 
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résulte T(h) € [f(x0 ) - f(x0 -h), f(x0 +h) - f(x0 )]·( V. Cela prouve 

que les sous-gradients "algébriques" sont continus et même forment une 

partie équicontinue. Etablissons la formule. D'après la prop. 4 il reste 

à montrer que pour h fixé il existe T € of( x0 ) tel que 

T(h) = f'(x0 , h). Or soit T0 l'application linéaire de tRh dans F 

définie par T0 (Àh) = Àf' ( x0 , h) pour tout À € R. On a T0 (Àh) · S: f' ( x0 ,Àh l 

quel que soit le signe de À, car f'(x0 , -hl~ -f'(x0 , h). D'après 

le théorème de Hahn-Banach analytique étendu aux treillis vectoriels 

_complets (cf. PERESSINI p. 78), T0 se prolonge à E en gardant la 

ma.joration par f' ( x0 , • ) , ce qui, grâce à la prop~ 4, fournit un sous­

gradient ayant la propriété désirée. 

COROLLAIRE. 

Sous les hypothèses du théorème 

1) si F est localement convexe et semi-réflexif, of(x0 ) 

est relativement compact dans 

a(F, F' )), 

2) si èle plus· F+ est fermé, of(x0 ) est compact dans 

✓s(E, Fal et, quel que soit y' € F'+ (c6ne positif de F' ), on a 

y'(of(x0 )) = o(y' of) (x0 ) (cette propriété est considérée par 

RAFFIN 2e partie p. 8). 

Démonstration: 

1) Comme of(x0 ) est équicontinÙe, pour tout x € E, l'ensemble 

{T(xll~ € of(x0 )} est borné, donc- faiblement relativement compact puis­

que F est semi-ré{'lexif. La conclusion résulte du coroll. de la prop. 

4 du ch. III§ 3 n° 5 de BOURBAKI (7)· (c'est une conséquence facile 

du théorème d'Ascoli). 
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2) Si F+ est fermé, d'après la prop. 4, 

of( xo) = {~ {r € ·Î(E, F)-1 ·T( h) ~ f'(x 0 , h)} 
h € E 

= -~ {T € :.t_ (E, Fll'l'(h) € f' ( xo, h) - F+}, 
h € E 

donc of( x0 ) 
., 

est fermé dans cls(E, Fu), donc compact. Montrons la 

dernière assertion. Soit y' € F'+• Comme l'application T ~ y' o T 

est continue de ,.;> ( E 
...:,.,s ' dans E' s (i.e. E' muni de u(E', E))' 

y'(of(x0 )) est compact. Il est aussi convexe et trivialement contenu 

dans o(y' 0 f) ( Xo) • Soit h € E. On sait que le maximum de <.' h> 

sur o(y' 0 f) ( xo) est (y' of)' ( xo, h) • On va montrer qu'il existe 

T € of( x0 i tel que <y• 0 T, h> = (y' 0 f) 1 ( xo, hl. D'après 

Hahn-Banach cela établira l'égalité y'(ofix0 )) = o(y' 0 f) ( xo). Il 

existe, d'après le théorème, T € of(x0 ) tel que T(h) = f'(x0 , h). 

On a <y• o T, h> = <y', T(h)> = <y•, f'(x0 , h)> 

= <y•' 
f( x0 +Ành) - f( x0 ) 

inf --------- > 

"-n 
où (Àn) est une suite décroissante tendant vers O de nombres > O, 

telle que x0 + À. 0 

f( x0 +Ành) - f( x0 ) 

"-n 

h € C. D'après PERESSINI (p. 91-92) la suite 

converge dans F vers sa borne inférieure. Donc, 

comme y' est continue et positive 

<y• o T, h> = inf <y•, 
fi x0 +À.nh) - f( x0 ) > 

"-n 
= (y' of)' ( x0 , h). 

La proposition suivante sera utilisée dans la démonstration 

du th. 7. 

PROPOSITION. 

Si E est un e.v.t. et F un e.v.t ordonné où les intervalles 

0 0 

nage d'un point de C, alors f est continue sur C • 
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Démonstration : 

Il suffit de reprendre celle donnée, dans le cas F = ~, 

par BOURBAKI [6] ( ch. II § 2 1\ 0 10 prop. 21 p. 60), en tenant 

compte du fait que un intervalle [-z, z] (z20) estabsorbépar 

tout voisira ge de O dans F • 

2. 7 THEOREME. 

Soit · E un e. v. t. et F un e. l. c. s. ordonné où F + est 

fermé On suppose que dans F tout intervalle [x, y] est borné pour 

la topologie, et que toute sui te ( Xnl croissante majorée ac1met une 

borne supérieure z et converge vers z (ces hypothèses sont réalisées 

si F est localement convexe, normal et faiblement séquentiellement 

complet cf. PERESSINI coroll. 3.5 et prop. 3.4 p. 91-92). Si f 
0 

est ma,jorée au voisinage d'un point x 0 €- C , il existe un voisinage 

0 

V de O contenu dans C - x 0 tel que 

équicontinue, et que, si F est semi-réflexif, la mul ti-application 

X;--, of(x) soit à valeurs compactes et ses de xo+V dans J°'s(E, Ea-l· 

Démonstration 

0 

Soit U un voisinage c1e O symétrique contenu dans C - x0 , 

tel que f soit ma.jorée par z € F sur x 0 + U. L'aborc1 montrons 

que si X :,: xo + h € xo + u on a f( x) 2 2 f(x0 ) - z. 

_ En effet f( x0 ) s:. 1 f(x0 +h) +½ f(x0 hl ~ -

s:. 1 f( x) 
1 

d'où ;2' + '§- ( z) l'inégalité. 

Soit V un voisinage symétrique de O tel que V+ V U. 

Soit x € x0 + V, 

tiennent à x0 + U 

T € of( X) et h € v. Comme X et X + h appar-

on a 

T(h) S:. f(x+h) - f(x) S:. z - 2f(x0 ) + z = 2z - 2f(x0 ) et 

T(h) = - T(-h) 2 f(x) - f(x-h) 2 2f(x0 ) - z - z = 2f(x0 ) - 2 z. 
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L'ensemble B = [2f(x0 ) - 2z, 2z - 2f(x0 )] est borné. Si W est 

un voisinage de O dans F il existe f. > 0 tel que é B C W • Alors 

si h e EV, on a T(h) e W, pour tout x e x0 + V, et tout Te af(x). 

Cela prouve que U {af( x) 1 ·x e x0 + V} est équicontinu. Montrons 

maintenant que X~ af( x) est ses. Pour cela il suffit de montrer ( llE) 

qu'elle est de graphe fermé. Le graphe est 

{ ( x, T) 1 X E x0 +V, T e i:( E, F)' T(h) ~ f' ( x, h), 'ef h e E} 

= { ( x, T) 1 <z'' T(h)> ~ <z'' f' (:~, h) >, "Î h e E, Vz' e F' } + 

= { ( x, T) 1 <z'' f' ( x, h)> - <z'' T(h)> ~ o, Vh, Vz• e F' +} • 

Il suffit donc de montrer que les fonctions 

x ~ <z', f'(x, h)> sont SCS sur x0 + V ( Y h e E, ~ z' e F'+). 

Soit (Àn) une suite dé cro i ssan t_e 

Ành e V pour tout n . On a <z'' 

D'après l'hypothèse sur F 

<z', ·.f'(x, -h)> = inf 
n 

tendant vers O, > o, 

f' ( x, 

<z•, 

h)> = <z'' inf 
n 

f( x+Ành) - f{ x) 

Àn 

telle que 

f( x+Ành l-f( x) 

Àn 

> 

D'après la prop. 6 les fonctions xi--+ <z', f(x+Ành) - f(x)> sont 

continues sur x0 + V C.Q.F.D. 

REMARQUES. 

> 

1) Si E et F sont localement convexe séparés le dual de 

/s(E, F) s'identifie à E © F'. On ne sait calculer la fonction d'appui 

de af(x) que pour des tenseurs décomposables h ® z' où z' e F'+• 

2) La démonstration de l'équicontinuit1 de u{af(x)lx e xo+v} 

semble nouvelle même dans le cas F = ~ (cf. MOREAU prop.11 e p. 79). 

(lfi) Compte tenu du fait qu'une partie équicontinue de c[s(E, Fa-) est 
relativement c~mpacte et de BERGE. 

. 
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3) Les espaces LP (1 ~ p <oo) ordonnés par la relation 

"f ~ g presque partout" sont des treillis vectoriels complets, normauY 

et -falb1€'mPnt s,,1ri11enttellernent c0rn"llets~ Pnur r, > l i.1f' f'"nt rifleyi"\,. 

~ 2. SOUS-DIFFERENTIABILITE AU SENS DE FRECHET. 

On revient aux fonctions numériques. 

Le lemme suivant est inspiré de GROTHENDIECK ( ch. 2 n° 14 p.98). 

LEMME. 

~ B un convexe symétrique d'un e.v.t. E, p E _, R une 

fonction sous-linéaire(*) , ses en O sur B. Alors p est unifor-

mément continue sur B. 

Démonstration : -------------
Quels que soient x et y appartenant à B, on a 

lp(x) - p(y)I· ~ sup(p(x-y), p(y-x)). Or p est SCS en O sur 2B, 

donc il .existe un voisinage symétrique de O dans E, V, tel que 

z EV f\ 2B entraîne p(z) ~ f, ( é > 0 étant èonné). Alors si x - y E V 

et x et y appartiennent à B, on a lp(x) - p(yll ~ ~ · 

On désigne maintenant par f une fonction numérique convexe 

sur E, finie en x0 • 

PROPOSITION • 

..ê2..!.i. E un espace de Banach et B sa boule unité. Supposons 

l •) Cf. MEYER p. 270 ( il semble que pour BOURBAKI [6] · p. 61, une fonction 
sous-linéaire est ~ 0) 
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qu'il existe une topologie ~ d'e.v.t. su~ E pour laquelle B soit 

compacte et f ses sur une boule de centre x0 (de_~Q!} > 0). 

Alors on a, p_~~T-. h ~ 0 

avec f: (hl .... 0 quand Il h Il .... 0 • 

Démonstration 

Remarquons que si x0 + À.B (À. > 0) est une boule sur laquelle 

f est ~-SCS, il existe en particulier un voisinage symétrique de 0 

pour ';;', V tel que f soit ma.jorée sur x0 + (À.B n V). Alors 

f est finie sur x0 + (À.B()V) (caron a f(x 0 +z)22f(x0 )-f(x0 -z)>-oo). 

Il s'ensuit que f' ( x0 , h) est fini pour tout h et d' après 1 e 

lemme 8 la fonction f'(x0 , • ), majorée par f(x 0 +.) - f(x 0 ) est 

-e.contiLue sur tout boule. Définissons pour n ~ 1 la fonction <fn 
sur B, en posant si y E B 

Pour n assez grand ( pour n z J ) ~n est ~-SCS sur B. 

On va.appliquer le théorème de Dini. On a fn(y) 2 0 , et les 14 Tn 

décroissent , de plus 

(_tout cela découle des propriétés des fonctions convexes d'une variable 

réelle). Comme, pour y fixé, t (X.) .... 0 n quand n _, oo les ifn 

tendent simplement vers O en décroissantr et le théorème de Dini 

implique que la convergence est uniforme sur B. Or si O < 11h11 !:. ¾ , 
on a é ( h) _::: 

REMARQUE. 

l (-h-) = 
n Il h Il 

d~où la proposition. 

1) En dimension finie on peut utiliser le théorème de Dini sur 

le. sphère unitè, ce qui est à la fois plus simple et plus naturel. 
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2) Si on suppose seulement E norm~ sa boule unité étant 

'tf..compàcte, la topologie ~ est moins fine que la topologie de la 

norme, et il résulte de BOURBAKI (4) · ( ch. 2 § 3 n° 3 coroll. de la 

prop. 7 p. 210) que B est complète nour la n0rme, donc que E est 

un Banach. 

3) La proposition 9 va plus loin que la c:1imension finie. Par 

exemple si E est un Hilbert et A un opérateur hermitien positif 

compact, la fonction x ~ (Axlx) vérifie les hypothèses, avec pour 'tf' 

la topologie faible. 

4) Voici un exemple qui montre que la formule ae la pro-posi:tiion 

est fausse si f n'est pas suffisamment "plate". Soit E = .. -t. 2(tl) et 

1 
f( x) = sup {lhcll 2 • lxnl 1 +n ln ~ ü . /\lors on a f( x) ~ 1 si 

Il xll ~ 1 et. f( x) = Il xll 2 si Il xi 1 ~ 1 Donc f est continue. 

En O la formule est fausse car f'(O, hl = O , pour tout h , mais 

pour h = 7J en ((en) étant la base orthonormale), on a 

f( h) - f( 0) - f' ( 0, h) f( 7J en l 
é, ( h) = --------- = 

11h11 hl 
~t ce nombre tenà vers 1 (pour 7J t 0) quand n - ro. 

-~ 3 • sous..;:DIFFERENTIEL D'UNE SOMME CONTINUE. DE FONCTIONS CONVEXES. 

On va donner un théorème de représentation intégrale pour les 

sous-grac:1ients d'une fonction convexe définie par une intégrale. On 

pourra utiliser le th. 1.19 (thé9rème de Strassen) grâce au lemme 

suivant (qui est en fait une propriété des fonctions d'une variable 

réelle). 
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2.10 LEMME. 

Soit (D, et,., µ,) un espace mesuré, avec µ,:::: O, et 

( fc)w E n une famille de fonctions convexes sur un espace vectoriel 

réel E, telle que pour tout x € E , Cù...., fw( x) soit mesurable. On 

~uppose qu'il existe un ensemble V tel que V - x0 soit absorbant, 

et que w1--+ fc,)x) appartienne à ct,1 pour tout x dans V(*) 

Alors f( x) = f fw( x) µ,( dCù) a un sens et appartient à ] _oo, oo) pour 

~ x dans E,, et f est convexe; de plus Cùi-+ f'Cù(x0 , h) 

appartient à .:l, 1 pour tout h € E, et f'(x0 ,h) =Jf'Cù(x0 ,h) µ,(de,;). 

Démonstration 

Si x l. V on a pour un a€ ]o, 1[, ax0 +(1-a)x € V. 

On a (1-a) fc,;lx) 2: fCù(ax0 + (1-a)x) - afw(x0 ), ce qui prouve que 

w 4 fw( x) est minorée par une fonction.intégrable. Donc f a un sens 

et f(x) > _oo_ La convexité de f est évidente. Soit h € E. Soit 

À > O assez petit pour que x0 + [-À, À] h CV. 

Pour a € ] 0,, À] on a , 1/ w : 

fw( x0 ) - fw( x0 -Àh) 

À 

fc,;( x0 +ah) - fw( x 0 l 

a 

fCù( x0 +Àh l - fw( x0 l 

À 

Si (an) est une suite dans ]o, À], tendant vers O , on peut appli­

f ( X +a h ) - f ( X ) 
quer.lethéorèmedeLebesgueàl'intégraleJ w O n w O µ,(dw) 

an 
f( x0 +anh l- f( x0 ) 

qui est égale à _ _.;;;_.:.:... ___ ;;..._ Il en résulte que x ,-. f' w( x0 , h) 
an 

est intégrable, et que f'(x0 , hl= J f'w(x 0 , hl µ,(dw). 

2. 11 THEOREME;, 

Sous les hypothèses du lemme précédent, si E est un e.v.t., 

si les fonctions fw et f sont cont.inues en x0 et s'il existe 

(~) L'enveloppe convexe de V, qui est un voisinage de x0 pour la topo­
logie localement convexe la plus fine, a la même proprié~é. 
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une suite dans E séparant les points de E', alors x' € 0f(x0 ) 

équivaut à: il existe une section scalairement mesurable, u, de 

1 a mul ti-application c,; ... Ofc,;( x0 ) telle que x' = J u( w) µ,( de,;) 

REMARQUE. 

Le dual de E' faible s'identifie à un quotient de E (d'après 

BOURBAKI [e] · ch. II ~ 6 n° 2 prop. 3, p. 91) , mais il n'y a aucun 

inconvénient à utiliser E lui-même, au lieu de ce quotient, pour 

la dualité et les fonctions d'appui de parties de E'. 

Démonstration: 

Par hypothèse les ensembles Ofc,;( x0 ) et Of( x0 ) sont faible­

ment compacts. La multi-application c,; 1-+ Ofc,;( x0 ) est scalairement 

intégrable et on peut appliquer le théorème 1.19. D'après le théorème 

5 (li!) les fonctions d'appui de 0fc,;(x0 ) et 0f(x0 ) sont données par 

les dérivées directionnelles de fc,; et f. L'ensemble An du théorème 

A 
1.19 , a priori contenu dans E' ( complété faible de E'), est identique 

à of(x0 ) car il am~me fonction d'appui (c'après le lemme 10). Le 

théorème en résulte. 

2. 12 REMARQUES. 

1) Ce résultat est énoncé par GOL'STEIN (th. 7) sous des 

hypothèses plus restriètives. ( En effet, pour Gol' stein E est un 

Banach séparable, 0 est un espace topologique séparé ; Q sa tri bu 

borélienne, µ une mesure bornée et l'application (w, x) ~ fc,;(x) 

a des propriétés de continuité plus fortes que nos hypothèses). Il a 

été démontré par LEVIN dans le cas d'un Banach séparable. 

(li!) Le théorème 5 est tout à fait classique pour les fonctions numériques 
cf. MOREAU. 
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2) Pour la somme de deux fonctions, ce résultat, assez trivial 

si les deux fonctions sont continues, est vrai si une seule des deux 

fonctions est continue en un point et l'autre SCI sur E, et cela sans 

hypothèse de séparabilité (MOREAU§ 10 d p. ·52) 

§ 4. SOUS-DIFFERENTIEL D'UNE BORNE SUPERIEURE DE FONCTIONS CONVEXESo 

On note y l'enveloppe convexe fermée. 

THEOREME. 

Soit E un e.v.t. et ( fa)a É A une famille de fonctions 

convexes sur E. Soit f = sup fa. On suppose f finie et continue 

Désignons pour 77 E i?.+ , l'ensemble 

{a E Al·fa(x0 ) :a f(x0 ) - 77}. Soit 1r un système fondamental de voisi­

nages de O. Alors (E' étant muni de u(E', El), on a 

REMARQUE. 

Comme f est majorée sur un voisinage de x0 , toutes les fa 

(m'ème _si fa( x0 ) = - CO), sont continues dans un voisinage ouvert de 

x 0 indépendant de a. La valeur de ofa(x) lorsque fa(x) = co ou _ro 

peut être choisie de fa,:on arbi tra,ire. 

Démonstration 

Pour montrer l'égalité des deux membres, qui sont des convexes 

fermés, il suffit de montrer que les demi-espaces fermés qui les contien-

nent sont les mêmes. En vertu du théorème 5 et de la remarque 11 cela 

va s'exprimer avec les dérivées directionnelles. 
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1) Montrons· l'inclusion de gauche à droite, ou encore que 

Pour cela cin va montrer que pour YJ et V donnés, h E E et ( > O 

il existe a E AT/ et x E x 0 +V tels que f'a(x,h) ~ f''(x0 ,h) _ î:. 

Soit k E ]o 1]· assez petit pour que k h EV et que 

f( x0 + 2'vh) - f( x0 ) 

2k 
f'(x0 , h) +'!1 

4 

Soit x = x0 + kh • Prenons a tel que 

et f( x) - fa( x) s;: k E 

Posons x1 = x 0 + 2kh. De (1) résulte 

( 1) 

( 2) 

( 3) 

fa(x1 ) s;: f(x0 ) + 2kf'(x0 , h) + !l. (on a fa (x1 ) ~ f(x 1 ) et k s;: 1) 
2 

et de (2) fa(x)::.? f(x0 ) + kf'(x0 ,h) - '!l.. • 
4 

En reportant ces inégalités dans la relation 

ce qui 

signifie a E AT/ . Alors en utilisant ( 3) on obtient 

fa(x) - fa( x 0 ) fa(Y) - f( x 0 ) f( x) - f( x 0 ) 
f' a( x, hl 2 2 ~ -~- - f ~ f' ( x0 , hl 

k 1,- k: 

2) Pour m0ntrer l'inclusion d~ rroite à 9auche, il suffit rie 

montrer que pour tout E > 0, il existe YJ > 0 et V E 'if tels que 

sup{f'a(x, hlla E ¾, x E x0 + V} s;: f'(x 0 , h) + ! . Soit V0 un 

voisinage symétrique de O et M E IR , tels que f soit majorée par 

M sur xo+ vo . Soit k > 0 tel que f soit continue en x 1 = x 0 +~h 

f( x,) - f( Xo) 
É et que :;: f'(x0 , h) + . 

k 2 

- ~,., ... 

Soit I; = u 4 • Soit Vl un voisinage de 0 tel que f soit 

majorée par f( x 1 ) + C ':, sur xl + Vl . Soit YJ > 0 et p > 0 (les 

choisir dans cet ordre) tels que Y/ + p(M - f( X0 ) + Y/) s;: ç . De par 
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ce choix si X - xo € p vo et a € AT} ' on a fa(X) ~ f( xo) - ç . 
X - xo 1 _e_ En effet, posons y = xo - Alors on a ·xo = - X + y 

p 1+p l+p 

et y € xo+Vo• 

En reportant ces deux inégalités dans fa{x)~(l+p) fa(x0 )-p fa(y) 

(qui résulte de l'inégalité de convexité fa(x0 ) ~ .2:... fa(x) + L fa(y)) 
1+p 1+p 

on obtient bien fa(x) ~ f(x 0 ) - ç. Alors soit V€ 1/ contenu dans 

S i A a € 77 et x € x0 +V, on a encore 

et on a aussi x + kh = x0 + kh + (x-x0 ) € x1 + v1 

REMARQUES. 

Finalement 

fa(X+kh) - fa(X) 

k 

f' ( x0 , h) + S. 
2 

+ 2ç = f' ( xo, h) + é 
k 

donc 

1) Le fait qu'interviennent d'autres a que ceux pour lesquels 

pour tout a ). 

2) Pour ce qui est des x autres que x 0 , voici un exemple : 

E =IR, A =] 1, 2] , fa(x) = l·xl.a. Alors pour xo = o, ofa(O) = {o}, 

mais f(x) = lxl si x € [-1, 1], de sorte que of(O) = [-1, 1L 

Cela montre que le th. 2 de LEVIN est faux. 

Les deux théorèmes suivants donnent un cas important où la 

formule se simplifie. 

THEOREME. 

Sous les hypothèses du théorème 13, si A est compact, s'il 

existe un voisinage U de x0 tél que ( a, x) ~ fa( x) soit finie e:t 
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continue sur A X u, al.ors f est_ fini e __ et __ continue __ su_!:_ U et 

Démc-nstratir.m : 

La cnntinuit~ de f r~sulte du théorème ~u maximum de BERGE. 

Le th1orème 13 signifie que, Pour tout h € E , f' ( x0, h) = ffm f' al x, hl 
'.,.t~ 

(la valeur de f'a(x, hl si fa(xl n'est pas fini n'a pas d'importance), 

.. ,) 
nù ·), est le filtre sur A x E produit du filtre engendré par les 

AT/ (ï] > Ol et d•1 filtre des V-oi!:=inages de x0 • La fonction 

0 

( a, xl f' a( x, hl est ses sur A x U , car borne inférieure de 

fonctions continues ( 1 es fonctions ( a, x) ,... 
fa( x+À.h)-fa( xl \ > 

1\. 0 l. 
À. ' 

Alors on prend un filtre plus fin que 
~} r tel que 

f' ( x0 , hl, et un ultrafiltre 'U plus fin que 
..,,, 

Y-'1 • En dé s l gn an t par 

Ja limite de a suivant U, on obtient fêi.(x0 l = f(x0 ) et 

f'(x0 , hl~ f'a:(x0 , h) ce qui établit l'inclusion 

REMARQUE. 

Ce théorème a été établi par PSHENICHNYI [1] dans le cas où 

E e.st nor'Tlé et lP-s f 0 _ dérivables au sens de GâteauY. 

Voici un résultat un peu plus fort èû à R. T. Rock-afel lar. 

Soit E ~n e.v.t., U un ouvert de E, A un compact, 

( fal a € A une famille de fonctions convexes sur E , et x0 € U • 

.ê9.L1! f = sup fa • On __ su~pose a - fa( x) finie et continue su~ A 

a 
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2) si pour tout a, fa est continue en x0 , ou dérivable 

Démonstration : 

1) D'abord remarquons que l'on peut écrire max, car 

a...., f' a( x0 , h) est ses et A0 est compact. Pour tout a E A0 on a 

évidemment f'a(x0 , h) ~ f'(x0 , h), donc max {f'a(x0 ,h)j-ae:A0}~ f'(x 0 ,h). 

On va montrer l'inégalité inverse. Pour cela soit /3 < f'(x0~ h). 

Pour Il. > 0 on a 
fi x0 +11.h) 

Il. 

- f( xo) 
:::?: f'(x0 , h) > /3 ' d'où 

B11. = {a E Al 
fa( x0 +11.h) - f( xo) 

:::?: /3} -/:: q::, 
Il. 

Soit 11. 0 > 0 assez petit pour que x0 + [o, 11.0] h CU • 

Supposons 11. E ]o, 11.0). Alors B11. est compact (à cause de la continuité 

en a ) et croît avec 11. ( à cause de 1 a convexi t.é et du fait que 

f( x0 ) :::?: fa( x0 )) • Ainsi il existe a app artem. nt 

On a 'I Il. E ] o, 11.0] ~t x0 +11.h) :::?: f( xo) + 11./3 d'où 
' à la limite, 

fa( x0 +11.h) - f!î°( XQ) 
fal xo l :::?: f( xo) . Donc a E A0 ' 

et comme :::?: /3 ' 
Il. 

pour tout /\ E ] o, 11.0) ' on a f'âlxo, h) :::?: /3 

2) Dans ce cas, d'après le théorème 5, pour tout a 

f'a(x0 , h) = max {<x', h>I· x' E êlfa(x0 )}. Il en résulte d'après le 1), 

que pour h E E, il existe x' E 1 ! êlfa(x0 ) tel que 
a Y A0 

<x', h> = f'(x0 , h). Comme 

êlf(x0 ) = {x' E E•l,·Vb E E, <x•, b> ~ f'(x0 , h)}, 

cela prouve que of( xo) c y{ofa( xo) 1 a e: Ao} • 

Et l'inclusion inverse est triviale. 
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2.16 PROPOSITION. 

Sous les hypothèses du théorème 15 supposons, guel gue soit 

a€ A0 , fa dérivable· au sens de Gâteaux en x0 , de dérivée o-(a) • 

Alors q: A0 - E' est faiblement continue, et x' € 0f(x0 ) si__!Lt 

seulement si il existe une probabilité de Radon f-l sur A0 telle que 

J o-( a) µ,( da) € E' ( restriction inutile si on sait que 0f(x0 ) est 

faiblement co~P.ac~) et que x' = J o-(a) µ,(da). 

Démonstration 

On a, pour tout a € A0 , <o-( a), h> = f' a( x0 , h) , et 

a .... f'a(x0 , hl est SCS (car borne inférieure de fonctions continues). 

Mais comme ce1a est vrai aussi pour - h, o- est scalairement continue. 

Désignons par t/C;(A0 ) l'ensemble des probabilités de Radon sur A0 , 

muni de la topologie vague. Alors l'application µ, ... J o-µ, est f3.1blement 

continue de d;:;1 A0 ) 
I\ 

èans E' (complété faible), car 

<J a-µ,, h> = J <o-( a) , h> µ,( da) • 

Par suite {[ a-µ, 1 µ, € Jl;(A0 )} est un convexe faiblement compact de Ê• 

et il contient o-( A0 ) • Alors d'après le 2) du théorème 15, sa trace 

sur E' est identique à Of( x0 ). 

REMARQUE. 

Ce résultat a été établi par PSHENICHNYI ( [1] th. 1.6 p. 51) 

sous les hypothèses citées dans la remarque 14. 

2.17 LEMME. 

Soit F un e.l.c.s. K un compact, r une multi-application 

SCS de K dans les convexes compacts non vides de F. On suppose que 

K Q.1:!.. U {r( a) l ·a € K} est métrisable. Soit y{r( a) 1 a € K} l'enveloppe 

convexe fermée dans 
,,, 

F'llE = F (complété faible) de U {r(a)la € K}. 
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Alors x € y{r( a) l ·a € K} égui vaut à "il existe une probabilité de Radon 

µ, , sur K et une section, a, scalairement g-mesurable de r 

telles que x = J a( a) µ,( da) (_intégrable faible}". 

Démonstration: 

La suffisance est assez claire. Montrons la nécessité. Soit 

B = u {r(alla € K} • C'est un compact. Soit G le graphe de r. 

C'est une partie compacte de K x B. Soit u't';(G} l'ensemble des pro­

babilités de Radon sur G. On définit b : (i!(G) .... ~. en posant 

<x', b(À)>= f G <x', x> À(d(a, x}). 

L' application b est vaguement continue et l'on a h(b(a,x}l = x. 

Il en résulte que b/Je;(G}) contient u {r(alla € K}, et comme il 

1, 
est convexe, a(F, F'} compact, il est égal à y{r(alla € K}. Ainsi 

si xo € y{r(alla € K} il existe À € t¼( G) telle que x = b( À). 
(J 

Soit p:G-K laprojectionet µ, l'imagecle À par p. Il existe 

toujours une désintégration (Àa)a € K telle que Àa soit portée par 

p-1 (a}. En effet, si K est métrisable cela résulte de IONESCO TOLCEA 

(A. et C.) th. 3 p. 461, et si B est métrisable cela résulte d'un 

théorème de Mokobodzki (cf. IONESCO TOLCEA (C.) th. 2, p. 379). Alors 

l:'égalité a(a) = b(Àa) définit une section scalairement mesurable der. 

En effet, comme p- 1 (a) = {a} X r(a), b(Àa) € r(a) et 

a,..... <x', a( al> = J G <x', x> Àa( d(~, x)) 

est µ,-mesurable. 

Enfin <x'' f a( f:3) µ,( df:3) > 
K 

= { <x•, a(f:3)> µ,(df:3) 
K 

= f [{ <x', x> Àa{d(a, x))]·µ,(d'-<) K G ,_, ,_, 

= [G <x', x> À(d(a,x)) = <x•, x 0 > 

C.Q.F.D. 
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2. 18 THEOREME. 

2.19 

Sous les hypothèses du théorème 15, la multi-application 

at--t Ofa(x0 ) est faiblement ses. Si l'on suppose A0 métrisable ou 

faiblement métrisable ( llE) u x' E Of{ X ) " 
0 

et une :Lqui vaut à "il existe une __ probabilité_de Radon,µ,, ~~ A0 ~------

section scalairement µ,-mesurable, u, de la multi-application 

a,_. 0fa{x0 ), telles que J u(a) µ,(da) E E' (précision inutile si on 

sait gue Of( x0 ) est faiblement compact) et ~ x' = J u( a) µ,( da) " • 

Démonstration 

Elle résulte du lemme précédent, sauf la semi-continuité. On 

peut utiliser le lemme de Castaing {lem~e 1.24), ou bien utiliser le 

fait que a...., Ofa(x0 ) est de graphe fermé. En effet: les fonctions 

a-f~{xo,hl sont ses, et :..•on a <Pfa(xo) .:.{x'EE'I hEi,<x',h>~f~{xo,h)}: 

De plus les Ofa(r.0 ) restent contenus dans un faiblement compact du 

complét'? faible de E'. La ses en résulte (cf. BERGE). 

REMARQUE. 

LEVIN a établi ce résultat dans le cas d'un Banach séparable 

par une méthode très différente. 

§ 5. APPLICATION.' 

~ous montrons comment le théorème 18 permet d'étendre des 

résultats de PSHE~ICHNYI [2). 

Pshenichnyi a considéré le cas A = [o, T], E = 2';1 [o, T], \RP), 

------·-•-------------·· -----•----••M-••-~-------••-•--- -------•••-••--•••--»-•-n-••-•••••••••-••-•-~•-•----

{*)Cela est vrai s'il existe une suite dans E séparant les points 
de E'. 
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fa(x) = g(x(a)), où g est une fonction convexe fin1e sur ~n, supposée 

de classe c2 • Le but de Pshenichnyi est de donner un théorème du 

maximum, type Ponttjagin, pour un système linéaire: • x = Ax + Bu, 

avec ·contrainte sur l'état: g(x{t)) ~ 0 pour tout t E [o, T]· 

(cette contrainte se met donc sous la forme f(x) ~ 0). Pshenichnyi 

considère un critère du type S\lP .g1 (x(t)), du m•ème type que la con.., 
t E LO, TJ 

trainte, mais cela n'a rien d'essentiel, et il utilise son th1orème 

(cf~ la prop. 16). Le théorème 18 permet de ne plus supposer g de 

cl asse c2 • 

PROPOS! TI ON. 

Soit g : ~n x [o, T]· - ~ une fonction continue, convexe par 

rapport à la première variable. On posE, (~ X E ~u([o, T], !Rn)) 

ft(X) = g(X(t), t) et f(X)_ = sup {ft(Xll t E [o, T]}. Ces fonctions 

sont convexes. Soit X0 E ~( [o, T], (Rn). Alors 

( ilE) Toute section borélienne, u, de 

la multi-application t,-... oft(X0 ) est de la forme u(t) = ç(t)@ St, 

bo ré 1 i enne. 

Démonstration: 

Remarquons que l'application (t, X).--. X(t) est continue de 

[o, T] x tru( [o, T], IRn) dans !Rn • Les hypothèses du théorème 14 

sont vérifiées, et par suite les ft et f so~t continues sur 

~ ( [ 0, T] , ~n ) • 

On a 

Montrons que oft(X0 ) = og(X0 (t), t) 0 ot. 
g(X0 (t) + ÀY(t), t) - g(X0 (t), t) 

= lim 
À.-+o 

= sup {<~, Y(t)>lt € og(Xo( t), tl} 

= sup {<À., Y>lr.. € og(Xo(t), t) ~ St}. 

( ilE) On note Dt la masse de Dirac en t • 
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Comme l'application ç,.....ç(l}ot de (tRn), dans ~IRn)'([O, T]) est 

vaguement continue, ôg(X0 (t), t) ® ot est vaguement compact, et 

l'égalité précédente entraîne Ôft(X0 ) = ôg(X0 (t), t) 0 Ot. Enfin 

soit u(t) = ç(t) 0 ot. Pour que u soit vaguement borélienne il 

faut et il suffit ( th. 0 .. 10) que 

toute 'f € t; ( [ 0, T] , ~n) • 0 r 

t .,_. <u( t), '--f> soit borélienne pour 

<u(t), lf> = <ç(t), \{>(t)> et il faut 

et il suffit que ç soit borélienne (pour établir la nécessité on peut 

prendre 4' constante, parcourant une T,ase de mn). 

2• 20 COROLLAIRE. 

La relation "À€ Ôf(X0 ) " équivaut à " 11 existe une section 

borélienne ç de la mul ti.;..application 

bili té µ, sur [o, T] portée par A0 

~ À =.f(ç(t) ~-ot) µ,(dt). Alors si 

<'A., Y>= J <ç(t), Y(t)> µ,(dt~. 

REMARQUES. 

t t-- ôg( X0 ( t), t) et une proba­

( = {tl·ft(X0 ) = f(X0 )}) telles 

Y € (( [O, T] ·, lRn) on a 

1) Si l'on se donne comme contrainte X(t) € C, pour tout t, 

où C est un convexe fermé d'intérieur non vide, il existe une fonction 

convexe g sur IRn telle que C = {xi g( x) ~ 0 }, et que O /. ôg( x) en 

tout point frontière de C. Alors en un point frontière x les éléments 

de ôg(x) sont des homothétiques de rapport positif de vecteurs normaux 

à C en x • Dans cet ordre d'idées cf. ROCKAFELLAR (3) th. 2 p. 44. 

2) Les contraintes sur 1 'état pour les systëmes de commande non 

linéaires ont été étudiées par NEUSTADT et WARGA. Le cas linéaire permet 

de donner des démonstrations plus court.es et d'enlever des hypothèses 

de dérivabilité. 
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